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ISTÎ.  ACIIARD,  dirocteiir-adjoini  de  la  Conipagiiic  d'assurances  sur  la  vie  la  Foncière,  rue 
de  Chahrol,  4o,  à  Paris. 

1887.  ALBEGGIAM  (  M.-L.),  i)rofisseiir  à  l'Universilé,  /|,  Salita  Banditoro,  à  Palerme  (Italie). 

1881.  AM!G[JES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  Musée,  6G,  à  Marseille  (  houcliesdu-Uhône). 

187'2.  ANDUK  (Désiré),  docteur  es  Sciences,  place  de  la  Sorbonne,  h,  à  Paris. 

1879.  APPEM,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Soufdot,  22,  à  Paris. 

18S'i.  ARXAID.  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Nice  (Alpes-Maritimes). 

1872.  A1{0\  (Henri),  banquier,  rue  Taitbout,  3/|,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Bonne,  à  Grenoble  (Isère). 

1882.  AI)T0!V1VE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétie,  7,  à  Lyon  (Rhône). 

1886.  BARRRREVA,  ingénieur  topographe,  à  San-Salvador. 

1874.  BEXOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Châtelet.  3,  à  Chalon-sur-Saône  (  S.iônc- 

et-Loire),  S.  P. 

1875.  6ERDELLE  ,   ancien  garde  général  des  forêts,  à  Rioz  (Haute-Saône). 

liS/3.  BERTRAM)  (Joseph),  secrétaire  iierpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  rue  de  Tour- 
non,  4,  à  Paris. 

1887.  BEYE\S  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Sanla  Inès,  h  Cadix  (Espagne). 
1875.      BISClIftFFSIIEIM,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      RIENAYME  (Arthur),  directeur  des  Constructions  navales,  à  Toulon  (Var). 

1872.       ltlE\AY.HÉ,  membre  de  l'Institut  (décède),  S.  P. 

1881.       R»\C01IPA(iiVI  (le  prince  RaUhasar),  place  Colonna,  palais  Piombino,  à  R  .me  (Italie). 

Ib73.  BOWET  (Ossian),  membre  de  l'Institut,  piofesseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des 
Écoles,  /|a,  à  Paris. 

'"^'Q-      BORCIIARDT,  membre  de  lAcadeniie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé),  S.  P. 

''  '"■  BOUr.HER,  ancien  directeur  de  l'École  préparatoire  des  Sciences  et  Lettres,  rue  Appert, 
Q,  à  Angers  (Maine-et-Loire). 

IHTj.  B0l!liA\6ER,  jirofesseur  de  Mathématiques,  n6,  rue  Trallier,  maison  Deloncle,  à  Mus- 
tapha inférieur  (Alj;ério). 

I88(i.      BRAILT  (A.),  négociant  à  Pons  (Charente-Inférieure). 

iX/'i.  BRlOSdllI,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de  l'École  Polytechnique,  à  IMilan 
(Italie). 

1872.  BRISSE   (Ch.),   répétiteur  à  l'École  Polytechnique,    rue   de  Bécon ,  55,  à  Courbevoic 

(Seine). 

1873.  BROliARD,  major  du  \-  régiment  du  Génie,  à  Grenoble  (Isère). 

18K(i.  RRINEL,  jn'ofesseur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1885.  CARO.\,  professeur  de  Géométrie  descriptive,  rue  Claude-Bernard,  82,  à  Paiis. 

1887.  CARVAlil.O,  professeur  au  lycée  de  Versailles,  ii^,  villa  Saïd,  Passy. 

1884.  CASEY    (.loim),    professeur  à  l'Université    catholi<|ue  d(!  I)ui)lin,  Slepheus  Grecn,  8/(, 

à  Dublin  (  flrande-Brelagne). 

1887.  CASPARY,  piofesseur  au  Collège  Hnmboldt,   Louiscnslrasse,  2,  i»  Berlin  (Allemagne)- 

18/3.  CATAIA.V,  professeur  éniérite  à  ri'niversité,  21,  rue  des  Éburons,  ii  Liège  (Belgique). 

1887.  OERRUTI,  professeur  à  l'ilniversilè,  h  Rome  (Italie). 

IK72.  r.llASI.ES,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

iSXj  .  (illKMI\,  ingénieur  en  ehcf  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de  Rennes,  73,  à   l'ai  is. 

I8ÎS4.  (1IIRYST\I<,  professeur  h  rUniviu-silè.  à  Fdimbouig  (lù-osse). 

1873.  CIYUIE,  rue  de  la  Tour-des-Daines,  2,  ii  i'aris. 


cU- 
rHdiiiis'<iiiii. 

187  2.       (!!-AYEII\,  iiiteiuliinl  divisioiinaii'o  en  retraite,  avenue  de  Clichy,  b?.,  à  Paris. 

1875.      CI-AIJI)I';-LA1'0MAI\K,  liaïKinier,  rue  de  Trévise,  3>,  à  Paris,  S.  P. 

187'2.       COliMGNOX,  innénieiir  en  cliel'  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  à  Pari^- 

1875.      COllltKKOUSSE  (de),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'École  Centrale, 

rue  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 
1872.      COlIltCKI.liKS,   professeur    de  Mathématiques    spéciales  au    lycée   Saint-Louis,  3G,  rue 

Gay-Lussac,  à  Paris. 
188 '1.      tItAIG  (Thomas),  professeur  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  Ktats-Cnisd'Amé- 

ri(|ue  ). 
1877.       CUEMO\A,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de   l'École  des  Iniiénieurs,  à  Rome 

(Italie). 

1880.  CKETIN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,   rue  du  Val-de-Gràce,  9,  à  Paris. 

1872.  DAItliOllX,  professeur  à  la  l'acuité  des  Sciences,   membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lnsfac, 

o'i,  il  Paris. 
1885.      DAIITIIEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 

1882.  DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en  retraite,  place  de  l'École  d'Artillerie,  42,  à 

Toulouse  (  Haute-Garonne  ). 

1881 .  DEFFORCES,  capitaine  d'infanterie,  attaché  à  l'Etat-major  du  Ministre  de  la  Guerre,  rue 

de  Grenelle  Saint-Germain,  i23.  à  Paris. 

1S8"2.  DELAN\OY,  sous-intendant  militaire,  à  Orléans  (Loiret). 

1885.  DEHARTRES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  DERDYTS,  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à  l'Université  de  Lièrje  (Belgique). 
187'2.  DEWUI.F,  colonel  du  Génie,  à  Bayonne  (Basses-Pyrénées). 

188G.  Dl\CA\,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 

187"2.  DlIURANDE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1885.  DYCK  WALTIIER,  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1881.  ESCARY,  pi'ofesseiir  au  Prytanée  militaire,  à  la  Flèche  (Sarthe). 

1873.  FARRE,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  26,  à  Paris. 
1885  FIELDS  (John),  professeur  à  Hamilton  (Canada). 

1885.      FERRAZ,  professeur  au  Lycée,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

188'2.      FLEIREAI],  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  au  Puy  (Haute-Loire). 

1881 .  FliOQl'ET,  professeurà  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Saint-Lambert,  17,  à  Nancy  (Meurthe- 

et-Moselle  ). 
1872.      FI;YE  SAIIVTE-MARIE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  du  Sommerard,  12.  à  Pari-. 
1872.      FOM'ÈS,  infiénieureu  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 
1872.       FOllRET,   examinateur  d'admission   à   l'École   Polytechnique,    rue  ■Washington,   iG,   à 

Paris,  S.  P. 
1872.       GARIEL,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  agrégé  de  la  Faculté  de  Médecine, 

rue  Joufl'roy,  89,  à  Paris. 
1872.      GAITIIIER-VIL!.ARS,  éditeur,  quai  des  Grands-Augustins,  55,  à  Paris,  S.  P.  s 

1882.  GEXOW.III,  professeur  à  l'Université,  rue  du  Pô,  38,  ii  Turin  (Italie). 
1872.  GE\TY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Oran  (Algérie). 
1872.      GEROXO,  rue  Halle,  32  et  3'|,  à  Paris. 

1872.       CIROl»  (A.),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  63,  quai  d  Orsay,  à  Paris. 
1872.      GOFFART,  53,  rue  NolUt.  à  Paris. 

188!  .       GOIUSAT,  maître  de;  Conférences  à  l'École  ÎNormale  supérieure,  83,  ru>'  Denferl-Rochc- 
reau,  i»  Paris. 


—  8  — 

DalP 
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1872.  CRAlMtOilGE,  professeur  à  l'Eniversilé,  rue  Paradis,  92,  à  Liège  (Bel(;ique). 

1881.  GRliEY,  directeur  de  l'Observatoire,  à  Besançon  (Doubs). 

1880.  GICCIA  (Jean),  via  Ruggiero  Settimo,  28,  à  Palerme  (Sicile). 

1881.  CI]\TIIER  (D"-  Sigismond),  professeur  h  l'École  Polytechnique,  à  Munich  (Bavière). 

1885.  GliVO\,  lieutenant  de  viiisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

187.3.  II.WG,  iniîénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 
rue  Chardin,  i,  il  Paris. 

1882.  IIAltICil,  directeur  de  lÉcole  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.  l!ALiMIE\,  membre  de  l'Institut,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  rue  Sainte-Sophie,  17,  à 
Versailles  (Seine-et-Oise).  S.  P. 

188G.      IIAII'T.MAW,  ingénieur  attaché  aux  chemins  de  fer  russes,  rue  Bichat,  3o,  à  Paris. 

1872.  IIATON  DE  LA  GOUPlLLlÈliE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  60,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

188i.      I1E\IU(»T,  ingénieur  des  Mines,  h  Reims  (Marne). 

1872.      UEMtY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  :i  Privas  (Ardèche). 

1882.      IIE.MIY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  BerthoUet,  22,  à  Paris. 

1872.  IlEUMAKY,  chef  d'escadron  au  17*  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1873.  IIEItlIlTE,  membre  de  l'Institut,  professeur  h  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P. 
1875.      lllIiST,  Alhcnœum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  ilOliST  (Elliiig),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  /|9,  h  Christiania  (Norvège). 

1872.      liOlII!IGA\T,  chef  de  bataillon  du  Génie  en  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  à  Paris. 

1872.  ill'GO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères. 
i/(,  à  Paris. 

1880.  IIIMBERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   à  l'École  Polytechnique,    161,  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 
1887.      IBRAlini  EEFEXni,  professeur  de  Mathématiques  à  l'École  impériale  civile  de  Médecine, 
à  Constantinople  (Turquie). 

1881.  niREIt,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 
1887.       ISSALY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

188fi.      ,1AR!,0\SKI,  ))rofesseur  au  lycée  Charlemagne,  /|0,  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris. 

1873.       JAM\.  chef  d'escadron  au  17^  régiment  d'Artillerie,  :i  la  Fère  (Aisne). 

1872.  JAYARY,  chef  des  travaux  graphiques  à  l'École  Polylechui(iue,  rue  du  Cardinal- 
Lcnioine,  i,  à  Paris. 

1872.  JORKAV,  membre  de  l'Institut,  professeur  h  l'École  Polytechniciue,  rue  de  Varenne,  48, 
a  i'aris,  S.  P. 

1872.      JOEFFRET,  chef  d'escadron  d'Arlillerie,  à  Palaiseau  (Seine-et-Oise). 

1875.  JU\G,  professeur  à  rinslitut  technique  supérieur,  7,  via  Principe  Umberto,  à  Mi- 
lan (Italie). 

1880.  KffiMGS,  maître  de  conférences  il  l'École  Normale  supérieure,  boulevard  de  Port-Royal, 
-■',  il  Paris. 

1882.  KOSTEVEC,  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  ii  Prague  (Rohèine). 
1882.      kOVAI.IAVSKY  (M'""  m;),  professeur  ii  l'Universilé,  i»  Stockholm  (Suède). 

1882.       KRONECkEU  (  l)M.eo|ii>ld).  professeur  ii  l'Universilé,  Bellevuestrasse,  i.'i,  ii  Berlin  (Alle- 
magne ). 
18S1.      EAEOU, professeur  de  Mathématiques,  rue  Sainle-lieuve,  C.    à  Paris. 
1872.      EAKEON  RE  lADÉBAT,  amiral  (décède),  S.  P. 


—  0  — 

Date 
I  niliiiission. 

1873.       |,AIS.\\T,  (lé|)iitc,  docteur  ùs  sciences,  avenue  Victor  Hnjjo,  i(i:!,  ;i  l'ai'is. 

1875.      LAQIliÈKE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Tababort  [Constantinc  (  Aljjérie)]. 

1873.      LAirni,  manufacturier,  à  Tliann  (Alsace). 

1881.  LAVEISSIÈIIE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

188U.  LKAl'TE,  directeur  des  études  à  l'école  Mongo,  i4i,  boulevard  Malcslierbcs,  à  Paris. 

187-?.  LEMOIKE  (  Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

187i).  LE  PAItiE,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  ?.i,  à  Liècc  (Belgique). 

1882.  LE  PO\T,  quai  de  Paris,  3o,  à  Cherbourg  (Manche). 

1872.      LESPIAULT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 

1882.      LÉVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  g,  à  Paris. 

1882.  LEVV  (Lucien  ),  directeur  des  Études  de  l'École  préparatoire  de  Saintc-Barlje,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  LEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  ingénieur   en    chef  des  Ponts   et   Chaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  258,  à  Paiis. 
1875.      |,EZ  (Henri),  à  Lorrez-le-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIClll\E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.  LlNDEMANiV,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulverplatz,  5,  à  Kœnigsberg  (Alle- 
magne). 

188G.  LIOIVILLE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
G  his,  à  Paris. 

1880.  LOI{|\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  i86.  à 
Paris. 

1872.  |,[If,AS  (Edouard),  professeur  do  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  i, 
rue  Houtarel,  à  Paris. 

1886.       LYOX,  étudiant  en  Mathématiques,  boulevard  Arago,  Sg,  à  Paris. 

1882.  imcÉ  DE  LÉPIMAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  IV,  boule- 
vard Saint-Michel,  i'|,  à  Paris. 

1872.      MALEYX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  Notre-Dame-des-Champs,  Y\i  ^  Pai'is. 

1875.      MALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  à  Paris. 

1872.  MAWIIEIM,  colonel  d'Artillerie,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  la  Pompe, 
11,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

1884.      MAUCllVXD,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3,  à  Paris. 

1872.  AIAItSILLY  (le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (Yonne). 

1884.  MART1\  (  Artemas),  U.  S.  Coast  and  géodésie  Survey  Olfice,  Washington  D.  C.  (États- 

Unis  d'Amérique  ). 

1873.  MATHIEU  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg-Sainl-Jcan,  ■2'>., 

à  Nancy  (  Meurthe-et-Moselle  ). 
1886.       MAXniOVIiCIl  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Kasan  (Russie). 

1881.  illEllCEIlEAl',  licencié  es  sciences,  rue  Gay-Lussac,  38,  à  Paris. 
1873.      MITTAG-LErFLEU,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOlTAlîl),  inspecteur  général  des  Mines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  Val-de-Grâce,  g,  à  Parii. 

1885.  \Ell!Eltli,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  OCAdXE  (i)'),   ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  des  Fonderies,  8,  à  Rochefort- 

sur-Mer  ( Charente-lnfér.) 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statulo,  17,  à  Turin  (Italie). 
1SS2.      PA\EK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohème). 
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1884.  PARAF,  agrégé  des  Sciences  mathématiques,  mniire  do  cotiférenres  à  la  Faculté  des 
Sciences,  rue  de  lu  Pépinière,  22,  à  INancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1872.  PARMENTIER  (le  général),  rue  du  Cirque,  5,  à  Paris. 

18/2.      PARUAN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  des  Saints-Pores,  Sfi,  a  Paris. 
1882.       PATIRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Kellenaves  (Allier). 
188'i.       PAITOWIEU  (l'ahbé),  professeur  au  collèjio  Stanislas,  rue  IVotre-Dame-dcs-Champs» 
i(|,  à  Paris. 

1881.  PELI.liT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  lUalin,  5i,  à  Clermont-Ferrand 
(  Puy-de-Dôme). 

188.3.      PELLETREAl,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Conslantine  (Algérie). 

18/1.  PERf.lN,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le '1°  h:itaillon  de  forteresse,  à  Ver- 
dun (  Meuse). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  par  Arzon  (Morbihan),  S.  P. 

1873.  PERRIN,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  5,  au  Mans  (Sarthe),  S.  P. 
1887.      PEZZO  (i)EL),  ]irofesseur  à  l'Université,  70,  via  Gennaro  Serra,  à  Naples  (Italie). 
187.3.      PniLIPPON,  secrétaire  de  la  Faciilt(^  des  Sciences,  à  la  Sorbonne,  à  Paris. 

1879.  Pir.ARIt  (Emile),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  la  Sorbonne,  2,  à 
Paris. 

1872.  PICQIjET,  chef  de  bataillon  du  Génie,  examinateur  d'admission  a  l'École  Polytech- 
nique, boulevard  Saint-Michel,  ^3,  à  Paris. 

1882.  P0I\C\RÉ,   memiire  de,   l'Institut,  ingénieur   des   Miu'^s,   professeur  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  Claude -Bernard,  63,  à  Paris,  S.  P. 

1882.  POkOR\Y  (  Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1872.  POLICNAC  (prince  C.  de),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes),  S.  P. 

1877.  POUSSET,  professeur  au  lycée,  ii  Poitiers  (Vienne). 

1877.  PKESLE  (de),  sous-intendant  militaire  en  retraite,  rue  Monge,  82,  à  Paris. 

1884.  PIXCIARELLI,  répétiteur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  41,  à  Paris. 
1872.  PllTZ(le    général),  rue  Saint-Mcry,  98,  à  Fontainebleau  (Seine-et-Marne). 

1872.  RADAIl,  rue  de  Tournon,  12,  à  Paris. 

1883.  UAFFV,  maître  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  Saint-!\lichel,  99, 

à  Paris. 

1873.  RA\CY    IDE),    adininislraleur    de    la    Compagnif!    d'assurances    fc    ScJc-l,    boulevard 

Maleshcrbes,   84>   '*  Paris. 
187'l.       RE1\4CII  (baron  de),  ban(|uier,  rue  de  la  Bourse,  '|,  à  Paris. 
187.^.       REY  (Casimir),  professeur  ;i  l'École  du  Génie,  bonlevanl  de  la  Reine.  2.'),  à  Versailles 

(  Seine-et.-Oise). 
1872.      RIRMC.OIR,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Pliilippcville  (Algérie). 
1881.       RIBOT,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacolot,  i,  il  Dijon  (  Côle- 

<l'()r). 
1872        RODET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  fi3,  ii  Paris. 
1872.       ROIAUT,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  i37,  ii  Paris. 
1872.       ROECIIÉ  (Fugém>),  prof.-sseur   au  Civiservaloir?  des   Arts  et  Métiers,   examinateur  des 

élèves  a  l'École  PoU  tech  ni<|ue,   boulevard  Saint-Germain,  ■îr'i,  il  Paris. 

1885.  ROIIJIET,   professeur   <le    Mathématiques  spéciales  au    lycée,   ii    Toulouse    /  llaule-Ga- 

l'oiine  ). 
1872.       ROlSSELh,  prolesseur  au  lycée  Konlanes,  boulevard  Pereire,    u'i.ii  Paii^. 
I8HH.        Ur.SSn  (  (;ii<v:inni  I,   prol'esheur  il  Catan/.aro  I  Italie  ). 
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1881.       S.\I^T-I•\l^  (l)iCLi'  Dr),  clu'l'  d'elat-major  di'  rartillciie  du  lo'  corps,  à  Rennes  (Ille- 

et-Vilainc  ). 
I87'2.       S\KK\II ,  nipnihrc  de  l'InsliUit,  in(;énieur  en  chef  des  Po\idr('s,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  avenue  Dauinesiiil,  9  bis,  à  Saint-Mandé  (Seine). 

187"2.      SAIITIALX,  inf[énieiir  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,   chef  adjoint  de  l'exploitation  à 

la  Conipafjnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
188.5.      SAUVAGE,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Rhône). 
1881.      SCIILEGEI,  (I)'  Victor),  à  Hagen  (Allemajîne). 
1881.      SCHOCTE,  professeur  à  r[Jniversité  de  Groninfjue  (Hollande). 
!87(j.      SCUllBERT,  professeur,  Steindainm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 
1877.      SÉGLV,  rue  Pascal,  g,  à  Paris. 

188'2.      SÉLIVANOFF,  attaché  à  l'Université,  à  Saint-Pétershourg  (Russie). 
I8.s:!.      SIMAItT,   lieutenant  de  vaisseau,   examinateur  d'admission   à  l'École   navale,   rue  de 

Miroménil,  70,  à  Paris. 
I88'i.       SniOWET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise  ). 
1881  .      SOM.VE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1881.  STAKKOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  ^9,  à  Odessa 

(Russie). 

1879.      STEPUANOS  (D^  Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

188G.      STIELTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  d'Alsace-Lorraine,  48,  à  Toulouse 
(  Haute-Garonne  ). 

1873.      STl'DMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (Bohème). 

187"2.       SVLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwège),  S.  P. 

187'2.      TA\',\EUY  (Paul),  directeur   de   la   Manufacture   des  Tabacs,   à  Tonneins  (Lot-et-Ga- 
ronne), S.  P. 
1875.      TAWEltY  (Jules),  sous-directeur  de  l'École  Normale  supérieure,  'j5,  rue  d'Ulm,  à  Paris. 

188'2.      TARUY  (Gaston),  receveur  des  Contribulions  diverses,  rue  Clauzel,  h  Alger  (Algérie), 
S.  P. 

1882.  TCIlÉItlCilEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (Russie),  S.  P. 
1887.      TEVFIIt   PACHA  (le  général),  aide-de-camp  de  S.  M.  I.  le  Sultan,  lieutenant-général 

d'Artillerie,  à  Constantinople  (Turquie). 

188G.      TIIEWISS,  docteur  es  sciences  de   l'Université  de  Liège,  lue  Casimir-Delavigne,    3,  à 
Paris. 

187"2.       TERKIEIl,  professeur  de  Mathématiques,  rue  Monsieur-le-Prince,  18.  à  Pai'is. 

1873.      TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppc  (  Isère). 

t87"2.      TISSEUANO,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

I87"2.       TUESdA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château    de   Courtozé,    par    Ven- 
dôme (Loir-et-Cher). 

187"2.  VACQUAM,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevard  Saint- Michel,  \?,  à  Paris. 

KSS'i.  VAXDA^IE,  ancien  officier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (Nord). 

1880.  VA.NEf.EK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jiciii  (Bohème). 

1885.  VAXECEK  (M. -M.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Bohème). 

1870.  VICAIRE,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 

188-2.  VIELLARD,  manufacturier,  décédé,  S.  P. 

188(1.  WALf.kEXAER,  ingénieur  des  Mines,  9,  rue  Bayard,  à  Paris. 

IS7i>.  WEll.li,  professeur  de  Mathemali(iues  au  collège  Chaptal  et  à  l'école  Mon;;c,   ni,   rue 
Thiers,  au  Vésinet  (Seine-et-Oise). 


Onlc 

de 

1  admission. 

1873. 
1872. 
1882. 
1878. 
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WEÏR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Rohème). 

WEYR  (D"'  Emile),  professeur  à  l'Université,  Hauptstrasse,    locj,  à  Vienne  (Autriche). 

\VILSO\,  député,  2,  avenue  diéna,   à  Paris. 

WORMS  DE  ROMIMiY,  insjénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  ~,  h  Paris. 

ZABOIDSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  professeur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (Russie). 
ZELLEIt  (Charles),  recteur  du  séminaire,  à  Markgrœningen  (Wurtemberg). 
ZEITIIEX,   professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  9,  à  Copenhague  (Danemark). 


s  0  C  I  K  T  A  I  R  E  s    PERPETUELS. 

BEXOIST,  docteur  en  droit. 

BISCIIOFFSIIEIM,  banquier. 

BIENAY.MÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé). 

BORCHAUDT,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

BROCVRD,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

CRASI-ES,  membre  de  l'Inslitut  (décédé). 

CLAUDE-LAFO,\TA!XE,  banquier. 

FOIRET,  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique. 

GAUTIIIER-VILLARS,  éditeur. 

IIALIMIEM,  membre  de  l'Institut. 

IIATO\  DE  LA  G01!PII-L1ÈRE,  membre  de  l'Institut. 

IIËR.MITE,  membre  de  l'Institut. 

IIIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JORDAM,  menil)re  de  l'Institut. 

lAFFON  DE  LADÉRAT,  amiral  (décédé). 

MAiViVIIEI»,  professeur  à  l'École  Polytechnique. 

PEROTT  (Joseph). 

l'ERIllV,  ingénieur  en  chef  des  Mines. 

I'0I\(;\RÉ,  membre  de  l'Institut. 

l'OI.UiNAC  (prince  C.  m:). 

RAFFY,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

SYIjOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald. 

TAWERV  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TARin,  l'ec.'veur  des  Contributions  diverses. 

TOIIÉRICIIEEE,  nuMnbre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pelersbourg, 

VIELLARD.  manufacturier  (décédé). 


i:{ 


Modifications  survenues  depuis  le  commencement  de  1887. 

N  0  U  V  E  A  V  X    M  !•;  .M  B  H  K  S . 

ALRECGIAM  (M.-L.),  prolesseur  à  lUniversité  de  Païenne. 

IIEYIÎXS  (I{;nacio),  capitaine  du  Génie,  à  Cadix. 

(lAKVVliLO,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 

CEIIIIHTI,  pi'ofessour  à  l'Université  de  Rome. 

lltltAlini  KFFIilVDI,  prolesseur  à  Constantinople. 

l'I'lZZO  (del),  professeur  à  l'Université  de  Naples. 

iUiSSO  (Giovanni),  professeur  à  Catanzaro. 

TEVFIli  l'ACIIA,  aide-de-camp  de  S.  A.  I.  le  Sultan,  à  Constantinople. 

DÉCÉDÉ. 

6UEL0T,  colonel  d'infanterie,  à  liayonne. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Berlin. 

Académie  des  Sciences  de  l'Institut  de  Bologne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique,  à  Bruxelles. 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  Connecticut  (Etats-Unis  d'Amérique). 

Académie  des  Sciences  do  Munich. 

Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et  mathématiques  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

Académie  des  Sciences  de  Prague. 

Académie  Royale  des  Lincei,  à  Rome. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Mathcmatica  (rédacteur  M.  Mittag-Lefïler,  à  Stockholm). 

American  Journal  of  Mathematlcs,  publié  par  l'Université  de  John  Hopkins,  h  Balti- 
more (rédacteur  M.  Thomas  Craig,  à  Baltimore). 

Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences' de  Toulouse. 

Annali  di Matematica  (rédacteur  M.  Brioschi,  à  Milan). 

Archiv  for  Mathematik   og  Naturvidenshab  (rédacteurs  MM.  S.    Lie  et  W.  MuUer,  à 
Christiania). 

Archiv  fur  Mathematik  und  Pliysik  (rédacteur  D"' Hoppe,  Prinzenstrasse,  Gq,  à  Berlin, 
S.  W. 

Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  à  Paris. 

Bulletin  des  Sciences  mathématiques  (rédacteurs  MM.  Darboux   et  J.  Tannery). 


Caso/'is  pro  pe.Uui-/i>ii  Diac/ie/iuiti/ij'  afysikj  (rédacteur  M.  E(lu;>rd  Wi-yr,    à   Priijjiie). 

Circolo  Maleinaticos  à  Païenne. 

École  Koyale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Giornale  di  Matematiche  (rédacteur  M.  liatta{;lini,  h  Pu>me). 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  iiber  die  Fortscliritte  der  Mathematih,  à  Berlin. 

Jornal   de  Sciencias   matcmaticas   e  attronomicas  (rédacteur   M.   Gomes   Teixeiia,   à 

Coïmbre  j. 
Journal  de  l'École  Polytechnique. 
Journal  f a r  die  reine  und  angei\'aiidte  Ma(heniatih   (rédacteurs   MM.    Kroiucker    et 

Weierstrass,  à  Berlin. 
Uathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Gôtlingcn). 
Mathesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Ncuberg,  à  Liège). 
Meleorologische  Zeilschrift. 
Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Société  philosophique  de  Cambridge. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingfors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 
Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences,»  a   Harlem  (Hollande). 
Société  mathématique  de  Kharkofï  (Russie). 
Société  astronomique  de  Londres. 
Société  malliématique  de  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de  Moscou. 
Société  mathématique  d'Odessa  (  Russie). 
Société  philomalhique  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Prague. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsal  (Suède). 
Société  des  Sciences  naturelles  de  Zurich. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Sociedad  cientifica  «  Antonio  Alzate  »,  Mexico. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidsshrift  for  Mathematih  (rédacteur  M.  Zeuthen,  h  Copenhague). 

Tijdschrift   voor   Vormlcer,  rekenkunde    en   de    beginselen   der    f'iskunite    (rédacteur 
M.  Versliiys,  à  Amsterdam). 

Zeitschrift  fiir  Mathcnuitik  und  Physik  (rédacteur  D'  Oscar  Schlomilch,  a  Dresde). 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Le  lieu  des  pâles  d'un  plan  fixe  par  rapport  aux  coniques 
tracées  sur  une  surface  de  Steiner  est  une  autre  surface  de 
Steiner;  par  M.  G.  Koenigs,  maître  de  conférences  à  l'Ecole 
Normale  supérieure. 

(Séance  du  5  novembre  1887). 

1.  Les  coordonnées  homogènes  x^  y^  z^  t  d'un  point  d'une 
surface  de  Steiner  sont,  comme  on  sait,  proportionnelles  à  des 
formes  quadratiques  de  trois  variables  indépendantes, 

97=  1^(^,  ^i,  0  =  èn?-+26i2r^^  +  ..., 

p;  =  Lo(X,  r,,  Ç)  =  611^2+  iexir^\  H- 

La  section  de  la  surface  par  le  plan 

(2)  Aj"  +  B_7-f- G- +  E^  =  o 
est  représentée  par  l'équation 

(3)  /(^,  r„  O  =  Ao(^,  ■^,  O  --  B<|;  +  C^  +  Eto=  o. 

Si  le  plan  n'est  pas  tangent,  une  transformation  linéaire  des  va- 
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riables  ^,  r, ,  ^  permel  loiijours  de  lamencry'à  la  lurme 

si  le  plan  esl  langent,  on  peut  ramener  y  à  la  Ibrnie 

(A)  ry  =  o, 

et,  enfin,  si  le  plan  esl  un  des  qualre  qui  sont  tangents  en  chaque 
point  d'une  conique,  à  la  forme 

(/3)  K'=0. 

Je  rappelle  encore  que,  lorsque  les  équations  d'une  conique 
ont  été  mises  sous  la  forme 

OÙ  ).  est  un  paramètre  qui  fixe  chaque  point  de  la  conique,  les 
points  a,  [j,  y,  dont  les  coordonnées  sont  a,,  ol^,  a;,,  a-,;  [S,,  j^a, 
1^35  P'iî  Yn  Y2î  Ys»  Y'"  offt-ent  la  disposition  suivante  :  a  et  y  sont 
deux  points  de  la  conique  et  [3  est  le  pôle  de  la  droite  ay. 

Ajoutons  aussi  que  les  équations  (i)  réalisent  une  représenta- 
tion de  la  surface  de  Steiner  sur  un  plan  où  ^,  Tj,  ^  seraient  des 
coordonnées  ponctuelles,  et  que  les  droites  de  ce  plan  et  les  co- 
niques de  la  surface  se  correspondent. 

2.  Ceci  posé,  soient  a,  y  les  points  où  une  conique  C  de  la  sur- 
face coupe  le  plan  (p.), 

a  correspondra  à  des  valeurs     ç',  y/,  ^', 

des  paramètres  ^,  r,,  S^,  et,  par  suite,  si,  dans  les  formules  (i),  on 

pose 

;  =  ;  A  +  ^  , 

T,  =  r/X-f-7)", 

ces  équations  (i)  représenteront  prccisémenl  la  conique  C  de  la 
surface  qui  passe  par  a,  y;  nous  aurons  donc  la  représentation 
de  C 

px  =  o($',v,!;')X^-^(|r-^|f,V'-^|c)x-^o(r,r;,r). 

cl  de  même  pour  v.  r.  /. 
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D'après  la  remarque   déjà  faite,   le  pôle  de   a^  par  rapport  à 
cette  conique,  ou  le  pôle  du  plan  (2),  a  pour  coordonnées 

d'^  ^„        f)'s>      „        d'S) 

(4)  '^P^=^^+^'^'-^dC^^' 

et  de  même  pour  y,  5,  f,  en  prenant  'j/,  y,  «o  au  lieu  de  cp. 

Maintenant,  si  nous  nous  plaçons  dans  le  cas  (/)),  nous  devons 
avoir 

$'-  — ^'C=  o, 

c'est-à-dire  qu'on  peut  poser,  p,  q  étant  deux  paramètres, 
et,  par  suite, 

=  aii/)<7-f-a22-+-  (^33P^ g^ -^ a i2( P -+- g )  -^ai3(p-i-q)pg  -i-ai3(p^-hq^). 

Posons  alors 

Z  aS 

PI  =  '^'      /'  +  ^  =  -pj-; 

il  viendra,  en  chassant  H^  et  le  faisant  rentrer  dans  p, 

pa;  =  4«23H2-i-  a22H2-i-  a33Z2-f-  aaijEH  -f-  af/iaSZ  4-  (ail  —  2 «23) HZ. 
Le  lieu  du  pôle  est  donc  la  surface  de  Steiner  (')  représentée 

(')  En  supposant  que  le  plan  (2)  soit  pris  pour  plan  de  l'infini,  on  peut  donner 
à  ce  théorème  la  forme  suivante  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  tracées  sur  une  sur/ace  de  Steiner  est  une 
surface  de  Steiner. 

J'ajoute  que  les  quatre  plans  tangents  doubles  de  la  surface  (1)  sont  des  plans 
tangents  simples  de  la  surface  (5).  Si,  en  effet,  a;  =  0  est  un  plan  tangent  double 
de  {i),  cp  est  un  carré  parfait,  et  peut  être  réduit  à  \^;  tous  les  a-^  sont  nuls  sauf 
«I,,  et  la  première  des  formules  (5)  donne 

ce  qui  prouve  bien  que  le  plan  x  ^=  o  est  tangent  à  la  surface  (*5). 

Les  deux  surfaces  coupent  le  plan  considéré  (2)  suivant  la  même  courbe  du 
quatrième  ordre,  etc. 

XVI.  2 
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par  les  éqdalions  suivantes,  où  H,  H,  Z  soiil  les  paramètres 

(px=  4«23— --^«22n2-f-<73:,Z2_j_2ai2  2H  4- ?.  rt  13  —  Z -H  (c^i  i — 2  «23)  HZ, 
,  _ ,     pj=4^23:=:--^ , 

(^  )  '  — 

p^  =  4C23-2-f- 


p«  =4e23H2_,_ 

3.  Supposons  maintenant  que  le  plan  (2)  soit  tangent  à  la  sur- 
face. Dans  les  formules  (4)  il  faudra  supposer  que 

r,  ;  =  o,  T,   ;  =  o. 

On  ne  jieut  avoir  en  même  temps  r/=  o,  r/'^  o  (ou  !^'=  o,  Z"  =  o), 
car  deux  coniques  d'une  surface  de  Sleiner  n'ont  qu'un  seul  point 
commun,  à  moins  d'être  dans  un  même  plan  tangent,  ce  qui  n'est 
pas  le  cas.  Soit  donc  r/=  o,  C'=  o,  il  vient 

px  —  «n;';"-!-  «12^' ^/'-H  «13;" C'—  «23to"C> 
ou,  en  divisant  par  r/'J^',  posant  ij  =  ^,  -^  =  ^  et  faisant  rentrer 

Y~  dans  p, 

pa"  =  a,  pq  -(-  a^ipr  -{-  Ox^qr  M-  rt23'"^- 

On  trouve  donc  ici  une  surface  représentée  par  les  équations 
px  —  ai\pq  -\-  ax^^qr  -1-  a^pr  -+-  «23''"» 

py^^Hipq-^ 

pz  =   Cxipq  4- 

pt   =  eiipq  -t- 

et  qui  n'est  autre  qu'une  quadrique. 

■i.  Le  cas  où  le  plan  considéré  est  un  plan  tangent  double  ne 
donne  rien  d'intéressant,  car  les  coniques  de  la  surface  lui  sont 
toutes  tangentes  au  point  où  chacune  vient  rencontrer  la  conique 
de  contact. 


19  — 


J\o(/v<'{f//.t'  /i///it//>rs  (/('  1(1  théorie  des  con  ntncncrs  ilr  droUes  ; 
par  M.  l'a!)l)(''  Tssvi.v . 

(SiN'mro  (lu  .")  novoiTiliri'  i^'^7.) 

Le  but  piiticipal  (le  ce  Mémoire  est  de  montrer  eommcnl  un 
peut,  par  une  voie  nouvelle  et  très  simple,  ("aire  dérivei- les  pro- 
priétés les  plus  im|)ortantes  des  surfaces  et  des  lignes  que  Ton 
peut  tracer  sur  elles  de  celles  dont  jouissent  spécialement  les 
systèmes  géïK'raiix  re(lilii;nes  doublement  indéterminés  ou  con- 
gruences. 

J.a  métbode  adoplée  nous  permettra  incidemment  de  mettre  en 
Inmière  ce  fait  remarquable  que,  dans  tout  calcul  relatif  au  sujet 
qui  va  nons  occuper,  on  peut  et  l'on  doit  faire  abstraction  des 
j)aramètres  différentiels  E,  F,  G  de  Gauss. 

Et  en  effet,  outre  que  notre  étude  sera,  par  elle  seule,  une  dé- 
monstration permanente  de  cette  assertion,  plusieurs  exemples 
que  l'on  trouvera  indiqués  dans  nos  derniers  paragraphes  feront 
voir  clairement  que,  si  ces  paramètres  laissent  aux  formules  une 
simplicité  apparente,  ils  les  surchargent,  en  réalité,  de  facteurs 
inutiles  qui  disparaissent  d'eux-mêmes  lorsqu'on  a  soin  de  donner 
à  ces  formules  toute  la  simplicité  qu'elles  comportent. 

Pour  atteindre  ce  résultat,  nous  prendrons,  dès  le  début, 
comme  lignes  coordonnées,  une  double  série  de  courbes  fonc- 
tions du  temps,  variant  d'une  façon  continue  de  forme  et  de  po- 
sition, et  ne  se  coupant  entre  elles  qu'aux  infiniment  j)etits  du 
second  ordre  près. 

On  verra  que,  malgré  cette  condition,  de  tels  réseaux  peuvent, 
par  le  simple  jeu  des  coordonnées,  c'est-à-dire  par  la  variation 
arbitraire  du  rapport  de  leurs  arcs  infinitésimaux,  engendrer  des 
lignes  ou  trajectoires  de  toute  nature. 

Après  avoir  établi  trois  catégories  de  formules  fondamentales 
d'une  grande  généralité,  nous  étudierons  en  détail  les  courbures 
de  divers  ordres  de  ces  trajectoires. 

C'est  en  s'annulant  que  les  plus  simples  de  ces  courbures  pro- 
duisent les  lignes  si  remarquables  que  nous  qualifions,  par  ana- 
logie, de  lignes  géodésiques,  lignes  asymptotiques,  etc.,  en  alla- 
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chanl  toutefois  à  ces  dénoiniiuilions  un  sens  plus  large  que  s'il 
s'agissait  des  lignes  de  même  nom  situées  sur  une  surface. 

Après  nne  exposition  sommaire  des  principales  propriétés  de 
ces  lignes,  nous  abordons  celles  que  l'on  connaît  déjà  sur  les  pin- 
ceaux ou  congruences  élémentaires  de  droites,  en  les  faisant  dé- 
pendre, pour  la  plupart,  de  théorèmes  généraux  qui  ne  paraissent 
pas  avoir  été  encore  signalés. 

C'est  là  surtout  que  nos  coordonnées  obliques,  dont  l'introauc- 
lion  peut  ne  sembler  tout  d'abord  qu'une  complication  stérile, 
nous  permettent  de  pénétrer  avec  succès  dans  l'étude  si  intéres- 
sante des  foyers  et  des  plans  focaux. 

Après  Malus,  Sturni,  Dupin,  Hamilton,  A.  Serret,  MM,  Ber- 
trand, O.  Bonnet,  Mannlieiui  et  autres  géomètres  célèbres  qui  onl 
enrichi  la  Science  de  leurs  découvertes  en  cette  matière,  nous 
citerons  spécialement  la  première  Théorie  générale  des  con- 
gruences de  M.  E.  Kuramer,  dont  la  traduclior  par  M.  Dewuif 
fut  presque  aussitôt  insérée  (1862)  dans  les  .iVaiivelles  Annales 
de  Matliétnatiques. 

On  remarquera  avec  quelle  netteté,  absolument  exempte  de 
tout  élément  parasite,  les  belles  recherches  de  l'habile  géomètre 
allemand  se  déduisent  de  nos  propres  formules. 

Quant  aux  travaux  des  Pliicker,  Klein,  Lie,  que  M.  Kœnigs  a 
si  bien  résumés  dans  la  Thèse  qu'il  a  présentée  à  la  Sorbonne  en 
1882,  nous  ne  saurions  les  mentionner  ici,  attendu  que  le  point 
de  vue  auquel  ces  auteurs  se  sont  placés  doit  nous  rester  étranger, 
la  géométrie  euclidienne  et  l'espace  à  trois  dimensions  devant 
suffire  pleinement  à  toutes  nos  investigations. 

I. 

Préliminaires. 

1.  Les  coDrdonnées  dim  poiul  quelconque  M  d'une  surface 
donnée  F(j:,j',  3)  =  o  pouvant  être  considérées  comme  des  fonc- 
tions de  deux  paramètres  variables  «,  et  «o,  la  surface  elle-même, 
on  le  sait,  peut  être  regardée  comme  engendrée  par  un  double 
système  de  courbes  S,  etSo  se  coupant  en  chacun  de  ses  points. 

Soient  MM,=<'/.S)   et   MM.j  =  r/.«...    deux  arcs    infinimrnl  petits 


i 
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de  ces  lignes;  M'J',,  MTo  leurs  tangentes  lespeclives  en  M;  le 
plan  TjAlTo  sera,  en  ce  dernier  point,  le  j)lan  langent  à  la  siir- 
iace  F. 

En  devenant  S',  et  S.,,  après  leur  variation,  les  génératrices  S( 
et  S2  se  coupent  toujours  rigoureusement  en  un  nouveau  point 
M';  mais,  si  l'on  conçoit  que  la  surface  éprouve,  tout  autour  du 
point    M,     une    dclormalion    infiniment    petite     suivant    nne    loi 


fis. 


donnée,  puis  que  Ton  prenne  S',,  par  exemple,  sm-  la  surface  pri- 
mitive, et  S!,  sur  la  surface  déformée,  ces  courlies  n'auront  pas, 
en  général,  de  point  commun. 

Désignons  par  iji.,  et  ijio  le  point  M'  d'inlerseclion  ainsi  dédoidjlé. 
La  ligne  de  jonction  ji.,  [jlo,  sans  être,  dans  le  cas  général,  nor- 
male à  aucune  des  deux  surfaces,  aura  cependant  une  direction 
bien  déterminée.  Nous  dirons  qu'elle  est  une  pseudo-normale,  en 
faisant  voir  toutefois  qu'elle  n'est  autre  que  la  verticale  au  plan 
liorizoïitalT  iMTo  dans  sa  position  infiniment  voisine. 

Rien  n'empêche,  du  reste,  pour  le  calcul,  de  substituer  aux 
]ioints  a,  et  |ji.o  le  pied  M'  de  cette  verticale,  puisque  ces  deux 
prcuiiers  points  sont  généralement  distants  d'un   inlinimcnt  petit 


du  secoiul  ordre  du  j)l;iii  liorizoïilal  prifinlil.  l'.iilic  iiulres  avan- 
tages, nous  V  trouverons  celui  de  pouvoir  remplacer  par  l'aire  du 
quadrilatère  infinitésimal  fermé  iMiMiiM'AJo  la  somme  des  aires  des 
deux  triangles  îioii  contigus  MM,a2  et  JMMojjl,,  éléments  de  ce 
que,  par  un  néologisme  un  peu  liardi,  on  pourrait,  ce  nous 
sendile,  (i\uA\\iieY  àe  j)seuflo-surface. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  importe  d'observer  que  notre  manière 
nouvelle  d  envisager  les  congruences  de  droites  sera  plus  géné- 
rale que  la  méthode  ordinaire,  puisque,  en  nous  donnant  une  con- 
dition de  plus,  nous  serons  conduits  aux  surfaces  proprement 
dites  et  non  pas  seulement  aux  surfaces  réglées. 

2.  Définitions  et  notations.  —  Désignons  par  («,,  ^),  C|), 
(«2,  60,  c.>)  les  cosinus  directeurs  de  MT,    et  Mï^  par  rapporta 

trois   axes    rectanoulaires    donnés.    Soient  —  et  —  les  premières 

courbures  des  lignes  S(  et  So  au  point  M,  courbures  que  nous 
supposerons  portées,  comme  les  rayons  /•,  et  /-j  eux-mêmes,  sur 
les  normales  principales  correspondantes  et  qui,  par  conséqueni, 
seront  respectivement  situées  dans  les  plans  normaux  perpendi- 
culaires aux  tangentes  MT,  et  ÎNITo.  Soient  enfin  r/a, ,  clfj.^  les 
angles  de  contingence,  on  aura  les  relations  bien  connues 

(•os(/'i,  x)  _  dai 
f'i  ~  dsi  ' 

C0S(/'2,  X)    _    <r/<72 

Si  maintenant  on  |)Ose,  par  analogie, 


1 

/•l 

d'y, 
dsi 

I 

ds. 

I          ./,', 

(•(is{  pi.  .r  )         da-i 

pi         dsi  ' 

Pi             ~    dSi 

I          d^. 

(•()s(p.,,  r  )        dfïx 

?2            '^-^2  ' 

?2                ds.. 

les   nouvelles  eourluires  —  et  —  (iiii   enipruiilenl ,    pour   leur-  for- 
Pi  P2    ^  '  '    ^ 

malioM,  lare  à  iiin;  série  et  l'angle  de  eonlingenee  à  l'autre,  rece- 
vront eoîncnablenieut  le  ikmu  de  courbures  cor/'r/rtfncs  ou  dllcr- 
nanlcs  des  lignes  associées  S,.  So,  (pie  nous  eousidérerons 
comme   liirnes  coordonnées. 
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On  voil,  en  efTel,  que  —  csl  le  rapport  à  rare  ds^  de  l'anj^lc  dt: 
contingence  c/ç,  que  font  entre  elles  les  tar)genles  ni(;nées  aux 
courbes  S2  et  S.,  aux  points  infiniment  voisins  M  et  M,  situés 
sur  S),  la  seconde  tangente  pouvant,  si  l'on  veut,  être  transportée 
parallèlement  à  elle-même  en  M;  d'autre  part,  —  est  le  rapporta 
l'arc  ds.2  de  l'angle  de,.,  que  font  les  tangentes  aux  courbes  S|  et  S, 
aux  points  M  et  IM2  situés  sur  So. 

Mais,  disons-le  de  suite,  il  est  bien  plus  avantageux  d'introduire 
dans  les  formules  les  projections  de  ces  courbures  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  la  verticale  ou,  autrement  dit,  leurs  composaiiles  ho- 
rizontales et  verticales. 

Pour  distinguer  ces  composantes,  nous  conviendrons,  dès  à 
présenr,  d'affecter  les  premières  d'un  seul  accent,  et  les  secondes 
de  deux. 

11. 

Relations  de  première  espèce. 

(  Vaipurs  linies.  ) 

3.  Prenons  MT, ,  MT-,  {fig.  2)  et  MN  pour  axes  des  X,  des  Y  et 
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des  Z,  et  appelons  9  l'angle  T,  MTo.  Soit  MT  une  semi-droite  quel- 
conque située  dans  le  plan  des  XY,  et  faisant  avec  MX  et  MY  des 
angles  respectivement  égaux  à  0,  et  à  B2. 


(0 


Soit  aussi  MH  la  perpendiculaire  élevée  dans  le  sens  direct, 
sur  MT  dans  ce  même  plan  TiMTo;  on  aura  pour  coordonnées 
du  point  pris  à  l'unité  de  distance  sur  chacune  de  ces.  directions 


X'  Y'  i 


sinôj        sin6i        sin6 
X"  Y"  I 


COSO9       cos6i        sinO 


Cela  posé,  si  Ton  rapporte  ces  deux  points  aux  axes  rectangu- 
laires M:r,  Mj^,  M.Z  de  même  origine,  dont  il  a  été  question  pré- 
cédemment, et  qu'on  représente  par  (a,  &,  c),  (a,  p,  y)  les  cosinus 
directeurs  de  MT  et  de  MH  sur  lesquels  ils  sont  situés,  on  aura 
d'abord  les  formules  de  transformation 


:r  =  «1  X  -i-  «2  Y, 
r-ôiX+è^Y, 
^  =  c,X  -4-c,Y 


et,  par  suite, 


I 


ai  sinG2 -f- «2  sinOi  6,  sin62 -^  io  ^i"  Oi  Cj  sinôj  H- C2  sinôi  sinô 

a  fi  Y  _      I    ' 


ai  COSO2 -!- a2  cos6i        — èi  00562 -+- 62  cosOi       —  Ci  cosOa -t- C2  cosOi        sinô 
4.    Cas  parliciiliers.  —  1°  Lorsque  0  =  -j  il  vient  simplement 


1 


(2) 


l  a=      «1  cosBi -+- a2  ?in6i, 
(  a  =  —  ai  sin6i-f-a2  cosOi, 

et  ainsi  des  autres. 

2"  Si  l'on  pose  0,  =0,  80  =  0,  MH  coïncidera  avec  M  Ha,  et  la 
seconde  des  équations  (T)  nous  donnera  pour  les  cosinus  de  cette 

dernière  direction 

t 

(  3  «2  ^  h  ^  Ï2  ^    _J_  . 

^  a-i  —  aicosô        62  —  ^i  cosO        Cj  —  Cj  cosO        sinO 

3"  On  obtiendra  de  même  les  cosinus  (a,,  [B,,  y,)  de  MH(  en 
posant  0,  =  0,  Oo  =:  o.  Toutefois,  pour  que  les  deux  trièdres 
MlNl'iT.j  et  MNHiHo  soient  sup|ilémcnlaires,  et  aussi  pour  que 
nos  formulrs  ult(  ricures  y  gagnent  en  symétrie,  nous  prendrons 
pourAlH,  le  sons  opposé  à  celui  que  la  construction  de  INHI  lui 
assignerait,   et  nous  aurons  ainsi,   pour  les  cosinus  de  ce  prolon- 


I 
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genienl, 

//i  «1  ^  Pi  =  '('  ^     '     - 

Toutes  les  formules  que  nous  venons  d'établir,  que  Q  soit  aigu 
ou  obtus,  et  que  6  =  B,  +  Oo  soit  une  somme  arithmélique  ou  algé- 
brique, seront  générales,  pourvu  que  l'angle  Q2  soit  consécutif 
de  9,,  c'est-à-dire,  que  son  premier  côté  soit  le  second  côté  de 
l'angle  9,. 

III. 

Relations  de  deuxième  espèce. 

(Dérivées  partielles.) 

5.  [°  Dérivées  partielles  relatives  aux  lignes  coordonnées  S( 
et  So.  —  L'angle  T,  MT2  avant  été  déjà  désigné  par  8,  on  a 
d'abord 

C0S6  =  «I  «2  -)-  ^1^2  -+-  <^lC2. 

Différentions  par  rapport  à  5,  et  à  5^  qui  sont  les  arcs  des 
courbes  S)  et  So  en  prenant  ces  arcs  comme  variables  indépen- 
dantes; nous  aurons 

•    A  <^f)        V^       àa\        V^       dO', 


da-i 


•    ,  ^^        V^       '^ci"       V^       ^'^ 
—  sinO  - —  =   >  a.,  -^—  -4-   >  a. 


Or,  si  l'on  désigne  par  («3,  63,  C3)  les  cosinus  directeurs  de 
MN,  par  (/, ,  m, ,  /«,  ),  .  .  . ,  (X, ,  p^, ,  V(  ),  ...  ceux  des  rayons  de 
courbure  absolus  et  corrélatifs  des  lignes  S(  et  So,  le  théorème 
des  projections  joint  aux  formules  (3)  et  (4)  nous  permet  d'écrire 

(n°  2)  ' 

-T —  =  —  ^=  —r  -\ r= 7  «"Ot  6      -i cosec  On ^7  > 

OS^  1\  1\  /•.  /••  /'i  Ti 


(5) 


c)a2 

X, 

C^5l 

Pi 

ùa. 

f-i 

Os, 

''2 

dai 

X2 

ds. 

?2 

«3 

«I 

a. 

«3 

coscc 

0 

— 

— - 

cotO 

— 

pT  ~ 

P'i 

Pi 

P'I 

«3  _ 

«1 

«2 

«3 

coséc 

e 

— 

— 

cotO 

-+- 

r". 

/■'o 

'•2 

^2 

«3 

«1 

«2 

fl'3 

cote 

-+- 

coséc 

6 

H- 

p2 

~  pI 

PÎ 

P" 

-  26  - 
Subslltuant,  on  obtient   les  idenlilés 

/   I       1       on 

1   /•■         p,         os, 
(G)  I      1        1^1 


/'a         p-2         '^*'2 
OU  bien,  en  introduisant  les  angles  de  contingence, 


(6') 


cl^\  +  d<^^_  -I-  <5?2  6  =  o, 


relations  inipoi'tantes  que   l'abbé  Aoust  a  signalées  le  premier, 
bien  que  leur  haute  généralité  lui  ait  complètement  échappé. 

Il  est  à  remarquer  que  du  système  (5)  on  tire  pour  les  compo- 
santes verticales  ces  valeurs  simples 


I         v^       Oa\  v^ 


pi        ^    ■'  dsi  À^    -  (h 

àao  V^       dn 


I  v^       Oao  V^       (Jn-x 

r.2  ^  <)Si  ^      -   ÛS.2 

I  V^       ârti  -^       das 


2"  Dérivées  partielles  relatives  aux  trajectoires  ortliogo'iales 
des  lignes  coordonnées.  —  L'angle  II,  MIL  de  ces  trajectoires 
étant  égal  à  -ir  —  0,  on  a 

—  cosO  =  a,a2  -H  pi  fj-i  -4-  Yi  Y?- 

DifTérenliant,  par  rapport  à  s^  et  à  s^,  on  trouve 


(7) 


0%., 

—  _  ^ 

«3 

^k 

cos6\ 

Os, 

ii-i 

~       Pi 

-^o< 

(  • 

cosBN 

P';  7' 

0^ 
OSi 

sinO  ' 

^P'i 

cosO\ 

Os-i 

__  ^ 

P'2 

^  sinO' 

cosON 
P'i    / 

—  27  — 
On  cil  (l(''(liiil,  pour  les  coinposiuiles  lionzoïilulcs, 

I  v'       O'j..,       'V'      'J"\ 

-p  =  —  >  '■'i  — '  =   7  '■)■>    —  j 

/-,  ^  OSi  ^mà     '  OSi 

I  VT'       (^'^i        V^       '^"■' 

p\  ^      -   ds-,  ^         (^.Vi 

I  v^       O'Xi        v^       t*^/.. 

r.^  Jmmi        (JSi         ^à        Os, 

I  v^       c'a.»       v^      ()a9 

Il  résulté  de   nos   formules  que  toute   fonction   des   courhures 
horizontales  et  verticales  de  S|  et  Sj,  et  notamment  celles-ci 

I  I  I  I 

'■'l  ''"î  ?"l  P"-Î  '\  '"2  P'i  p2 

peut  s'exprimer  au  moyen  des  cosinus  (c/,,  ^,,  r,  ),  («2;  ^u»  ^2)  6t 
des  variations  de  ces  cosinus. 

3°  Dérivée  partielle  relative  à  la  verticale  ININ.  —  Nous  par- 
tirons de  ces  formules  connues 

(7-,  63  c,  I 


61^2  —  C]  ^2        Cl  «2  —  «1^2        «1^2  —  61  «2        sinO 

En   différentiant  la  première,  par  exemple,  on  trouve,  à  l'aide 
des  relations  (5)  et  (G), 

^''3    .    f,    ,  û  t^O  a,         «2  A  /  »      ,      I  \ 

- —  sin  0  +  as  cos  0-—  = ;7- ^—  «3  cos  H     -p  H r  )  > 

d5i  ds,  /•,         pi  \p,        /"i  / 

<^a3    .    ,  ^  ()fl  a,         ao  ,>  /  •  i 

^; —  sinf)  -t-  «3  cosO  -—  = 7— -77  —  «3  cos  6    -r  H r 

0*2  t'*2  p»         ^2  p2        ''2 

Or,    les   deux    derniers    termes    se    détruisent    dans    les    deux 
membres,  en  vertu  des  identités  (6),  et  l'on  a  finalement 


l        ^'"'•5    •    „,        /    I  rosO  ,  /  I         cosO\ 

\         ôsy  \r\  pi    /  \pi  Ti    / 

osf)  ■  /  I         cos6\ 


c)a,i    .              /  I          cosf) 
—  sin^J  =  ' 


àa-i    .    „,.        /  I  rosO  >  /  i         cosO 

(H) 

'  -      --  .     ,  „ 

Os-i  \  p  2 

.ipplicalion.  —  Si  l'on  compare  l'aire  dQ.  du  triani;le  infinité- 
simal MMilNfj  à   Taire   rAo  de  son    ima^e  nint^nin  sur  la  sphère 


dont  le  raNon  est  égal  à  l'unité,  on  aura 


A  = 


dui 
~dâ 


da^  da^ 

dvi    dsi 

«1 

«2 

I 

dbs   àb:i 

l>i 

b. 

sin 

dsi    ds<. 

P1P2 


C'est  le  rapport  généralisé  de  Gauss  relatif  à  la  courbure  des 
surfaces. 


IV. 


Relations  de  troisième  espèce. 

(  Dérivées  totales.) 


6.  Dérivées  totales  relatives  aux  lignes  coordonnées.  —  Re- 
marquons d'abord  que  l'arc  MM'  ou  ds  {/ig-  1)  est  fonction  des 
deux  variables  indéjiendantes  S\  et  s^,  car  l'un  quelconque  des 
deux  triangles  dans  lesquels  se  décompose  le  quadrilatère  infini- 
tésimal fermé  MMiM'M.i  donne 


(9) 


dsi  ds-2  ds 

sin  0-2        sinOi        siriO 

ds-  =  ds\  -f-  dsl  -I-  -idsi  dsi  rosO. 


D'après  cela, 

on  a 

/   dcii         ()((i 

sinO, 

âa^ 

siiiO, 

(10) 

I    ds          ôsi 
1  d(ii        Oa-, 
\    ds         dsi 

siriO 
sinO., 

OSo 

OSî 

sinf) 
siiiO, 

sinô 

sin6 

Or,   si   l'on   remplace   les  dérivées   partielles  du  second  membre 
par  leurs  valeurs  (5)  et  que  l'on  pose,  pour  abréger, 


(  I  o'  I 


(10") 


sinOa 

'•'1 

-+- 

sin  0| 

~97 

-f- 

.sin  0 

sinO, 

sinOo 

sinO 

'■'2 

' 

P'i 

+ 

K:^  ' 

sin  O2 

-f- 

sinOi 

-+- 

sinO 

sinOi 

'•2 

-4- 

sinOj 

-1- 

sinfl 

—  29  — 
il  viendra,  en  se  bornant  aux  premiers  indices,  qui  peuvent  suffire, 

— 7-^  =— TT  colO     -Hï-f  cosecO  +  ^, 
ds  Lj  Li  Li 

(")  <     , 

-^  =       î4  cosocO  —  =4  eut  6      +  rv  ' 
.  1^    as  L^  L.J  Lj 

expressions  de  même  forme  que  la  première  et  la  troisième  des 
formules  (5). 

On  en  tire  comme  corollaire 

Y^  =  s  «3  -^  r=  —  :s  «2  -7-  • 

Identité.  —  Comme  application  des  formules  (ii),  dilTéren- 
tions  par  rapport  à  5  la  valeur 

cos6  =  aici-i  +  bib^  -h  CiC-i; 
nous  aurons 

.    .  c?ft        ^       da,        „       dav 
—  sine  -7-  =  S «2-1-*  -H  Sai-^. 
ds  ds  ds 

Substituant,  on  obtient  l'identité 

_L      ^^1  -_  (  JL      ^ 

L'j         ds  \L2         ds 

que  l'on  peut  aussi  écrire 

^'^^  ^^^-^ds'=''^■ 

c'est  la  généralisation  des  relations  (6). 

3°  Dérivées  totales  relatives  aux  trajectoires  orthogonales 
des  lignes  coordonnées.  —  En  suivant  la  même  marche  que  ci- 
dessus,  on  trouvera 

.  da.^  «1         «3/1        cosG 


)  ds  \J.  sinO  V  L'!,  L', 

(i3i                          .  '  \    2            1 

J  <r/a,  _  a-i  «,     /    i  cosO  \ 

'  1/7  "  ^  L',  ^  ^hTÔ  \Ï7[  \J~)  ' 


d'où  1  oi)  conclut 


;{()  - 


L ,  fis  as 

1  ^      '/s(i        ^,      da.2 

L .,  a.v  as 


3"  Dérivée  totale  relative  à  la  iwrtieale  MN.  —  rnis(|ii'on  a 

ds         ôsx    sinO         '^5-2    siiiO 

il  vient  ininiédiatcmeut,  au  nioven  des  formules  (8), 

da^    .  /    I  cnsO\  /   i  cosO\ 

(.4)  __s,n-0  =  ^---j^j«,-^(j^-^j«2. 

On  parviendrait  du  reste  à  ce  même  résultat  en  diOcientiant 
par  rapport  à  5  la  formule 

«3  sin  0  =  61^2  —  C|  l).2, 

et  tenant  compte,  dans  le  calcul,  de  l'identité  (12'). 

V. 

Application  des  relations  précédentes  à  l'analyse 
des  premières  courbures  composées  ou  déviations  d'une  ligne  quelconque. 

7.  En  devenant  M' T',  la  tangente  MT  à  la  courbe  produite  S  dé- 
termine les  variations  simultanées  M']N'  et  M'H'  de  la  verticale 
MN  et  de  la  tangente  Mil  à  la  trajectoire  orthogonale  de  S  ;  mais 
il  est  à  remarquer  que  de  ces  trois  semi-droites  MT  varie  seule 
dans  la  direction  de  l'arc  élémentaire  cls. 

Désignons  par  (h,  d'j,  dz  les  angles  de  contingence  engendrés 

et  posons 

I         r/7  I         r/j  I         dt 

r        ds  n         ds  c        ds 

Dans  -  on  reconnaît  la  |)remière  courbure  proprement  dite  de 

la  ligne  S.  Nous  l'appellerons  plus  spécialement  ici  la  déviation 
initiale  ou  donnée. 

(Jiiiiiit  ;iii\  deux  inities  coiiibiires,  nous  les  (|ualirierons  rcspec- 
livcnimt  i\v  déviation  lit>ri zniitale  cl  di-  déviation   verticale  de 


celle  inènu;  lij;ne   S,  à  eause  du  lien   de   dépendance  (jui  les  ral- 
laclie  à  Ja  tangenle  MT. 

Il  s'agit  de  calculer  ces  trois  déviations  : 

i"  Dévicilioii  inituile  ou  donnée.  —  Soient  («^,  A^,  c^)  les  co- 
sinus directeurs  de  la  normale  principale  ML  de  la  courbe  S 
^fig.  i);  nous  avons  les  relations  connues 


da        db        de        ^^^2  _j_  db'^  ^  dc^       ds        ds 

ce  qui  nous  conduit  à  calculer  -y-  ?  par  exemple. 

Or,  d'après  (i), 

sinOo  sinO] 

a  =  cil  -T~^  4-  a  2  -^— -  ; 

par  conséquent  ('),  substituant  à —T^  et —y^  leurs    valeurs  (m),  et 

développant  les  deux  dernières  dérivées,   on   trouve,  eu   égard   à 
l'identité  (12), 


da 

ds        "V^'i  ds  J        sinO  \     Lj       '       L'!, 


Posons 
(r5) 
il  viendra 

et,  par  suite, 


Hir. 

-H 

d^i\          a-i     /sinO.; 
ds  )        sinO   \    Lj 

(^ 

= 

L'i         ds 

(7. 

I      /sinO.2        siiiO 
sin6  (^    L';       '       14 

da        a        «3 
ds         /■'         /•" 

^(da\ 
-\ds) 

2 
1      = 

/^a\2         I           I 
~\ds)    ~  7^  ^  r'-^ 

(')  Bien  que  les  dérivées  totales  — r-i»  —H  (n°  6)    deviennent    ici   des  dérivées 

as      as 

partielles,  par  rapport  à  -y-)  nous  avons   cru  devoir   leur  conserver  la    caracté- 


ristique  d. 


da  _  dai   sinO-i        da-y  sinOj  d    /sin02\  d    /sin6i\ 

777  ~  1/7  ThTÎT  "^  ~d7  Tûûi  "^  '''  ^  l  ^hTo  )^  "-dl  \  Im^ ] ' 


-  32  — 

Ainsi,  par  les  formules  (i5)  nous  connaissons  les  expressions 

générales  des  deux  composantes  horizontale  et  verticale  de  la  dé- 

.    .        ,         ,     I 
viation  donnée  -• 
r 

Comme  corollaire,  on  voit  que  l'on  a  aussi 


V 


da             ^      doL 
Vjj    .   ^^ v^ j 

/•'  ds  ds 

_L_  V       fi^  —  _  V     f^. 
/  "      "    ^  ds  "^      ds 

2"  Déviation  horizontale.  —  Soit  MU  la  direction  du  ravon  u 
de  cette  courbure  nécessairement  située  dans  le  plan  normal  NMT. 
Représentons  par  («y,  /^.j,  Cy)  ses  cosinus  directeurs. 

Comme  ceux  de  MH  sont  (a,  (3,  y),  nous  aurons 

a^       b.j  _  c.j  _  I  _    I    _  " 

da 

Calculons 


da.        d^        d'i        ^dofi  -f-  ^p2  ^_  d-^i        dv        ds 

ds' 
D'après  (i), 


cosOî  cosOi 

sinO  sin6 

différentiant,   on  trouve,  après  réduction, 

d'à  /   I         ^Oi\  «3     /COSO2 


ds  \  L'j         ds  I        siiiO  \    L'j  Lj 

Posons,  en  vue  de  ce  qui  doit  suivre, 


(16) 

il  viendra 

et,  par  suite, 


'COSO2        cosBi 
sinO  \    L",  L2 

da.  _        a        «3 
ds  r         To 


v/^V    =    /—  V    =    -L    :=    -1- 

"\ds)  \ds)  lû        /•'•■' 


On  en  déduit  aussi 


I  x^       da.                  da 

r  as                   ds 

~=  2:a3Tp  =  — Sat-^. 

To  «S                            '**■ 


—  3;{  — 

3"  Déviation  verlicale.  —  Désignons  par  MV  la  dirccilon  du 
rayon  v  de  cette  courbure,  et  soient  (a^,  6^,  Ce)  ses  cosinus  di- 
recteurs. 

Nous   savons  que  ceux   de  MN   sont   (^3,  h^^  C3);  donc,  on  a 

a,    _    /j£    _    Cs    _  I  _    '    _    '' 

'dâi~  'db3~  dcz  ~  ^  (ia\  h-  db\  +  dc\  ~  ^1-  ~  ^/«' 

Ici  nous  n'avons  pas  à  calculer  —7-^,  car  il  nous  est  donné  direc- 
•  ds 

tement  par  la  formule   (il)-    ^'^  J  remplaçant  9  par   sa   valeur 
0,  -|-  Oa,  on  peut  l'écrire 

dn-,  a     /sinO.>        sinOA  a     /cosO,        cosO 


ou  hien,  d'après  (i5)  et  (16), 


On  en  déduit 


avec 


—5  ■> 


da^^        a         a 

ds         r"        fo 

-1 

1^    df!    )      "   \ds)              f2            ,."■> 

-  =  — Sa— ^=  Sa3-r- 
/■                     as                 as 

/•a            "^      ds        ^    '  ds 

En  résumé,  si  l'on  observe  que  la  composante  —  est  une  cour- 
bure de  niveau,  —  une  courbure  de  profil  et  —  une  courbure  de 

front,  on  peut  dire  ; 

i"  La  déviation  initiale  est  la  résultante  orthogonale  de  la  pre- 
mière courbure  de  niveau  et  de  la  première  courbure  de  profd. 

2P  La  déviation  horizontale  est  la  résultante  orthogonale  de  la 
première  courbure  de  niveau  et  delà  première  courbure  de  fronr. 

3"  La  déviation  verticale  est  la  résultante  orthogonale  de  la 
première  courbure  de  profil  et  de  la  première  courbure  de  front. 

8.  Donnons,  en  terminant,  quelques  autres  expressions  foit 
utiles  de  ces  courbures  élémentaires  que  nos  calculs  viennent  do 
mettre  en  évidence. 

XVI.  3 


—  ;ii  — 

A  cet  elFol,  repiéscnloii.s  |t;ir  es  1  angle  aigu  du  |)l;m  osculaleur 
TML  de  la  ligne  S  et  du  plan  de  profil  ;  par  ra  Tanglc  aigu  du 
plan  IIMU  de  la  déviation  horizontale  et  du  plan  de  front  ;  par  t.) 
Fangle  aigu  du  plan  jNMV  de  la  déviation  verticale  et  du  plan  de 
profil,  nous  pourrons,  comme  conséquence  des  valeurs  trouvées, 
écrire  les  trois  svstèmes  suivants  : 


(•;) 


SiriTTT 

II 


j    I         coso  i  LOS7Ï5  ■[  siiuo 


et  par  suite  les  trois  écpialious 

(17') 


sin  o  f/î  =  —  sinra  ch, 
—  cos  oj  dt  =       cos  o  (h. 


d'où  l'on  'oit  que,  puisque  les  angles  cp,  ttt,  to  ont  été  choisis  ai- 
gus, il  est  nécessaire  que  les  quantités  - -,  -,  d'j,  (h  soient  désor- 
mais  considérées  comme  implicitement  néfiati\'es. 


Des  formules  précédentes   nous   déduisons   celle    ii'lalion   (oii 
simple 

(18)  lan^"^  —  I;ui-t;t  l;ini;(.). 

fMii  flonne  lien  m  renoncé-  suivant  ' 


—  3r!  — 

Théouème.  —  En  tout  point  d'une  courbe  quelconque  tan- 
gente à  V une  des  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle  dont  V une 
des  faces  adjacentes  est  prise  pour  plan  horizontal  :  i"  le  plan 
horizontal  et  le  plan  de  la  déviation  donnée;  2"  le  p'an  de 
front  et  le  plan  de  la  déviation  horizontale  ;  3"  le  plan  de 
profil  et  le  plan  de  la  déviation  verticale  forment  entre  eux 
trois  angles  tels  que^  si  dans  chaque  couple  on  prend  l'angle 
aigu  corresponlant,  le  produit  de  leurs  tangentes  trigononié- 
triques  est  toujours  égal  à  l'unité  ('). 

Corollaire.  —  Des  irois  systèmes  (17)  on  peut  déduire  aussi 
l'expression  de  chacune  des  diflerentielles  r/'j,  ffe,  fAo  en  fonction 

des  trois  courbures  élémentaires  —■,—,■,—  et  de  leurs  variations. 

r     r      /'o 

On  a,  en  effet, 


(19) 


d'où 


ou  bien 


— —  d'jj  -{ f/ra  H r-  ato  =  o 

,•2       >  ii>  çî 


do  dzjj  d(xi 


sinaTJT        sinaoj 


relation  différentielle  qu'on  peut,  comme  vérification,  déduire  di- 
rectement de  l'équation  (iS). 


(')  Quanl  à  la  disposilioa  de  ces  plans,  on  peut  ajouter  que.  dans  tous  les  cas, 
le  symétrique  du  second  plan  de  chaque  groupe  pris  par  rapport  à  son  conjugué 
coupe  les  deux  autres  seconds  plans  suivant  une  même  droite. 


—  3G  - 

VI. 

De  quelques  formes  remarquables  de  la  déviation  verticale. 

9.   Il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  l'on  a 

I  I      /sin  0>         sinOj 

(20) 

On  en  tire 

(21) 


V  r  siiiO  \    L\  L 

siiKo         I  I      /cosOo        cosO 


sinfj  V     L';  I 


sO,\ 


sin^O  I  I  cosO 


C'est  une  première  expression  générale  de  la  déviation  verticale. 
Quand  les  lignes  coordonnées  sont  rectangulaires,  elle  se  ré- 
duit à 

I         /cosO,        sinO,\2        /sine,         cos6,\2 
(21')  -^  =      7^  H —      ■+■      -^, 1 rr-     • 

Faisons,  dans  la  formule  (2  i),(0,  =  o,  (J2  =  0),  puis(0,  =  0,  00  =  0); 
nous  obtiendrons  les  déviations  verticales  relatives  aux  lignes 
coordonnées,  savoir 

/  sin^O  _    i  1  cosO 

\     ^'i     ~  f-?  ^  P?       "*  '-"i  P"i  ' 
(  '^2  )  <     .     ^ 

1  sni'îO  _     I  I  cosO_ 

(  ^1  ~  '•?  "^  P?    ^'  f'ipr 

cl,  comme  l'angle  des  directions  r,  et  v-^  est  égal  à  0  -\-  (to,  —  coa)} 
on  en  conclut  celle  seconde  expression  de  — 

,     ,.  sin^O        sin^O,        sinM),  sinOisinOj 

(21)  — —  =   — h- — i cos(r,,('2). 

11  est  facile  de  dégager  les  courbures  de  front  (|ui  entrent  dans 
^  les  formules  (2:>.)  et  de  fixer  leur  signe  ;  il  suflil   j)oiir  cela  de  re- 
monter à  la  valeur  (16)  de  —  et  d'y  introduire  les  Inpolhcses  ci- 

''0 


«IcsMis.  On  I  rou\  o  ainsi 


(■Vi) 
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sinO  _     I         cosO 

sinO  _    I  cosO 

''0,2         p2  '"'a 


cl  l'on  véri(ic  aisément  que  Ton  a  bien 


'  ■!  '1  '  U  ,  1 

I      _        I  I 


Cherchons,  enfin,  une  troisième  expression  générale  de  la  dé- 
viation -  qui,  dans  la  suite,  ne  nous  offrira  pas  moins  d'avantages 
que  les  précédentes. 

A  cet  effet,  observons  d'abord  que  la  projection  M'Q  {Jig-  4) 


(le  la  pseudo-normale  (n°  1)  M'N'  sur  le  plan  hori/.ont=d  est  une 
(lioile  parallèle  à  MV.  Abaissons  sur  elle  la  perpendiculaire  MV' 


—  ;{8  — 

et  soit  P  leur  point  de  rencontre;  MP  sera  la  jirojection  de  la  plus 
courte  distance  IK  des  deux  droites  MN  et  M'N'. 

Soient  K,,  Ro  les  traces  de  M'N'  sur  les  plans  nor?naux  NMT,, 
NMTo  menés  suivant  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées.  Dé- 
signons par  P),  Po  les  projections  sur  le  plan  horizontal  de  ces 
traces  et  posons  K,  P,  =  î^, ,  KoPa^  ^-z- 

Des  triangles  M'R,P,,  M'MP,  on  tire,  en  valeur  et  en  signe 
(n"8), 

•  ^     V         suUto  — Oi> 

et,  par  suite, 

sin(oj  —  '^i)  _  sinOi 

■    ^    "  "^  Tr  " 

On  obtiendrait  de  même 

sin  (w  -+-  0-2  )  si n  0-2 

^2  étant  positif  et  J^,  négatif  implicitement. 
Cela  posé,  les  formules  (20)  nous  donnent 

sin(w  —  Oj)  __        sinOi        cosOj  _        sinO, 
sin('(o  +  02>  sinOo        cosOo   _        sin02 

-"—    '-  =-  -?^  +  -;—  =-  -JT'' 

d'où,  j)ar  une  combinaison  évidente, 

/    sinO]   _      I      /  I  cos6\ 

(■24)  < 

i  sin02  _      I,     /  I  cosO\ 

\   ~Ç^  ~  smÔ  \L[         UT/' 

D'autre  part,  la  formule  (i4)>  pouvant  s'écrire 

I     /   1         00s  0\  I     /   i         cosO\ 

sinO\L  Lj  /  sinO  VLj         L,    / 


sinO 

V 


revient  à 


siiiO  siii02  sinOi 

—  «£  =  —^ —  «1  H z —  ai. 

V  '=2  ^1 


On  en  lire  immédiatement  l'expression  cluM'cliéc 

,     ,„  sin^O        sin^O,        sin^O,  sinO.sinOj 

(..    )  _-=___  +  -_      _^,____cosO. 


:;•)  — 


VIT 


Des  composantes  générales  de  la  déviation  verticale 
et  de  leurs  propriétés. 

11.  Soit  AIII/  une  scnii-droite  menée  par  le  point  M  dans  le  plan 
horizonlal  et  faisant,  dans  le  sens  direct,  avec  MT  un  angle  quel- 
con(|ue  f  consécutif  de  w;  le  système  (20)  nous  donne 


(25) 


cos(co-f-j)        cost        sini  i     TsinfO., —  i)        sin(0 


SI 


I     rsin(0.2— i)        sinCOin-j')"] 


Si   maintenant   on   remplace   dans  celle  formule  i  par  i  —  -, 

ce  qui  revient  à  considérer  une  seconde  droite  MTy,  telle  que  MH 
soit  élevée  par  rapport  à  elle  dans  le  sens  direct,  on  trouve 

Sin((o-j-^)  _  sint        cosi_      i     rcos(Oo  —  /)        cos(0,-4-i)| 

On  esl  ainsi  conduit  à  poser 

oos(oj -^  M  I  sin(w-f-j)  i 

V  V,-  V  Vj 

puisqu'il  est  évident  que  ces  quantités  ne  sont  autres  que  les  pro- 
jections positives  ou  négatives  (selon  la  valeur  qu'on  attribue  à  i) 
de  -  sur  MH,  et  MT,. 

Leur  variation  est  facile  à  suivre;  car  si,  parmi  les  valeurs  cpic 
l'on  peut  attribuer  à  /,  on  choisit  les  suivantes 

—    -  1         (0.        <),         —    (0.         —  , 

1  2  2 

qui  correspondent  au\  directions  — MH,  MV,  MT,  MV,  MH,  les 

projections  —■,  —  prendront  les  valeurs  simultanées 


I 

T 

I 

'      f>) 

I 

'•() 

l' 

r 

'•0 

1 

0, 

i 

I 

I 

12.  Propriclés  de  ces  composantes.  —  1°  Si,  dans  Técpia- 
tion  (^25),  on  remplace  successivement  /  par  i — 0,  et  /-I-O21 
puis,  qu'on  muUiplie  la  première  des  équations  ainsi  formées  par 


10 


sinOo.  I;i  secondi'  par  sinO,  el  qu'on  les  ajoiile,  on  oLlionJra  pour 
résullat  une  expression  du  second  degré  Fiomogènc  en  sinf),  el 
sinOo,  ou  bien  en  <:/.?,  et  r/.Ço,  que  nous  retrouverons,  du  reste,  un 
peu  plus  tard  : 

I  sin^O        [s\ni        sin(0  —  01     •    <,f> 

l  ••/  L   Pi  'i  J 

'  irsint        sinfO  —  /  )~1        f^int        sinCO  H- f'n  )        nu 

j  M.  '2  P-2         J        L    'i  Pi        J^ 

I  Tsin  i        sinfO  -i-  i)~\    .    .f, 

f  —     — „ ; sin^O,. 

'  L   po  '■.,         J 

On  en  déduirait  immédiatement  l'expression  correspondante  de 

—  en  changeant  i  en  /  —  -;  elle  est  de  même  forme  «nie  la  précc- 

dente. 

2"  Menons  les  plans  normaux  NMH,  el  JNMTy.  Soient  K/,  Kj  les 
traces  de  la  pseudo-normale  M'W  sur  ces  plans  et  P/,  Py  les  pro- 
jections horizontales  de  ces  traces.  On  obtiendra,  ou  par  la  consi- 
dération de  nouveaux  triangles,  ou  bien  en  posant  simplement  dans 
les  valeurs  trouvées  au  n"  10  :  0,  =  -  —  /  el  Qo  =  «,  les  formules 


cos(w  +  f)  cosi        sini  cosi  i 

(25  )  —  ■ =        "T^  "+"  ~,~    ^       ~r~   ^  ~  r' 

(26")  — ^- ^  =--^  +-—==-  ^   - 


'y 


dans  lesquelles  w,  el  'Cj  sont  les  deux  ordonnées  K/P/  et  K^P/  con- 
struites dans  les  mêmes  conditions  que  ^^  et  ÎÇ,  respectivement. 
IV'  Du  système  (24)  on  tire 

sinO        sinO]         ,,        siiiC 

sinO         sinn,        sinOo         „ 
s'i. 


14        ^,        !;2 

Or,  si  l'on  substitue  ces  expressions  dans  les  formules  (20),  on 

trouve 

siii')  <()s/    .    ,,       sinO,         ,.         .         sinOo        /a     ,     -x 

(«5  ) =       -^-  MnO=  ---îcos(02- /)+  -— -cos(0,4-/.), 

sinO             sint    .    .        sinO,     .    ,.,         .^       sinOj    .    ^         . 
(9/)   )  = — -sinO  =  — --i  mikO.,—  0 ;r-  sm(0|-4-O. 

<V  ^''  ^1  --^ 

11,-  /      '  '  ' 

cf  (pii  uionlrc  (|uc  -  cl  --  s  expnnu'ul  li  luitn  CDicnl  on  ^    «^'1  r  * 
-s/         ty  "î'  ''- 
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VIII. 

Secondes  courbures  ou  flexions  d'une  ligne  quelconque. 

(Méthode  géométrique.) 

13.  Soient  MTLL',  MIIUU',  MNVV  les  trièdres  trirectanglcs  re- 
latifs aux  trois  déviations  {fig.  4)-  Afin  d'obtenir  des  résultats  plus 
symétriques,  nous  supposerons  que  dans  le  second  la  disposition 
des  arêtes  est  inverse,  ainsi  que  la  figure  l'indique  d'ailleurs. 

Désignons  par  {a^,  b'^,  c'^),  (cr'y,  ^y,  Cy),  {a.,  b'^,  4)  les  cosinus 
directeurs  des  trois  arêtes  ML',  MU',  MV  de  ces  trièdres.  D'après 
ce  qu'on  a  vu  au  n"  10,  nous  pouvons  écrire 

/   cos(N,  L')=  a3«a-i-  b^b'^-^  0^0^=  sin  ç, 
(28)  <   cos(N,U')— «aot-j-t- ôsô'j-^  CsCy  =  sincT, 

(  cos(T,  V')=  rt3«£  —  bzb'z  -^  c^c't  =  sinw, 
avec    les   conditions    que    nous   fournit   la    théorie    des    courbes 
gauches  : 


da  =  affda, 

da,y=  a^jdx, 

di    =  a.jdù, 

da'x)  =  a.jda, 

da^  =  aç_dt. 

da'z  —  a^dr^, 

et  où  l'on  a  représenté  par  c/t,  (h,  dr^  les  angles  de  contingence 
relatifs  aux  variations  des  troisièmes  arêtes  des  trièdres. 
D'autre  part,  la  Trigonométrie  sphérique  nous  donne 

cos(V,  L')=      coscp  sinw, 

COS(V,  U')  = COSTO  cosco, 

cos(L,  V')=       sinç-costo. 

Difi'érentiant  les  formules  (18),  il  vient 

(    dz  =  do  —  sinto  dz, 

(•if))  <   dn  =  dm  —  cosc^  d<j, 

(  dri',=  dio  —  sin  «3  di, 

ou  bien,  en  introduisant  les  rayons  de  courbure 

{    ^  _  do  I 

i   t  ds  /\i 

]    I  ffe  I 

I  m  ds  r" 

j    I  dio  _    i 

\    w         ds         /•' 


Nous  donnerons  à  ces  nouvelles  courbures  les  noms  respeclifs 
àejlexions  :  i"  de  front;  2"  de  profd;  3°  de  niveau,  parce  qu'elles 
sont  situées,  comme  les  courbures  élémentaires  correspondantes 

—  '  —;,•>  —,i  dans  les  plans  de  même  désinence. 

/'o    r     r  ^ 

IX. 

Expressions  analytiques  des  trois  flexions  et  de  leurs  composantes 

orthogonales. 

1  i.  1°  Flexion  de  front  (ou  torsion)  de  la  ligne  S.  —  Nous 
commençons  par  cette  seconde  courbure,  parce  que,  à  la  manière 
de  la  déviation  initiale,  elle  est  intrinsèque  à  la  ligne  S  et  n'est 
pas,  comme  les  deux  autres  flexions,  introduite  par  le  svstème 
que  définissent  les  variations  du  trièdre  MNTiTj. 

Soient  donc  («5,  ^g-,  c^)  et  (<7^,  b'^,  c'^)  les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  principale  ML  et  de  l'axe  ML'  du  plan  osculatcur 
de  S.  D'après  les  formules  préliminaires  (i'),  on  a,  dans  le  plan 
normal  NMH, 

f?,7  =  —  a  cos  (S  -+-  f/3  sin  o, 

a^  =       a  sin '^ -f- rtjcoscp, 

et  par  suite,  d'après  (i)  et  (17), 

a»  cosOi        (73 
/'"    sinO      '     /•' 

«1   COSO2        ct-i  rosOi        «3 
sinO         /•'    sinO         r" 

Différentiant  la  première,  nous  connaîtrons  deux  valeurs  iden- 
tiques de  -  --,—  '  Lgalant  entre  eux  les  coefficients  de  «3,  la  ques- 
tion se  trouve  résolue,  car  cette  condition  d'égalité  revient  à 


ttrj             fly 

cos  62 

r          r" 

sinO 

t   darj       an 
r    ds          r 

-_  ^ 

I  _  ;"   d  /  r  \  I     /COSO2        cos 


"2       / 


Ajoutons  (pie  si,  après  avoir  formé  deux  expiations,  analogues 
pour  les  coefficients  de  r/,  et  a.,,  on  multipliait  la  premièie  par 
sinO),  la  seconde  par  sinOj  et  cpi'on  les  ajoutai,  ou  trouverait, 
couîme  seconde  expression  de  l'inconnue  -  ■, 

I  /•'   (/  I  r  ,  I     /cosOj        cosO|\ 


—  .i:{  — 

On  coiislaU-  l'idciililé  de  ces  deux  valeurs  eu  diHV'reuLiaul  les 

relalions 

/'  —  /-'sino  =  r"coso, 

ce  qui  mène  à  celle  Iroisièine  forme  que  nous  avions  surlout  en 
vue  de  rclrouver  : 

I        cfo  I     /cosOa        cosO]  \ 

/        ds        suiO\    Lj  L2    / 

ou  enfin 

I        do         I 
t        ds        tq 

Il  importe  de  remarquer  ici  que  les  rayons  de  torsion  /  el  de 
déviation  initiale  /•  coïncident,  en  direction,  suivant  ML,  puis- 
qu'on a 

da 
aa=  r  -j~     =  cos(  r,  x), 
ds 

dàrs  ,.        , 

a^  ^  t  —j-   =cos{t,x), 


On  en  conclut  ces  relations,  souvent  utiles,  entre  leurs  compo- 
santes de  même  nom  : 

/•        r'  __  r" 

7  ~  T  ~'  7'' 

■a"  Flexion  de  profil.  —  Les  cosinus  directeurs  de  MU  et  de  MU 

étant  respectivement  («y,  ^y,  Cj)  et  (r/y,  ^y,  Cy),  la  formule  (i'), 

appliquée  à  ces  directions  dans  le  plan  normal  NMT,  nous  donne 

«y  =  —  a  cosnj  -1-  «ssincT, 

ay  =       a  sinnr  +  «sCOSCT, 

el,  par  suite,  on  a 

«îj  «1   sin6.2        «2  sinOi        «3 

u  /'o    sinO  i\   sinO  /■' 

m  r/r/y        «y  «j   sinOo        «2  sinOi        «3 

?i     ds  u  r'    sinO  r'    sinO  Vq 


DifTérenliant  la  première  et  égalant  entre  eux,  ici  encore,  les 
(efficients  de  0 
immédiatement 


coefficients  de  rr.  dans  les  deux  expressions  de-  —j^^  on  trouve 

1^  u    ds 


/■„    d  /  u  V  I     /sin02        sinOi\ 

Ti   ds\7')~  smÔV"rp  "^     1;.;    /' 


—  u  — 

Une  combinaison  convenable  des  deux  conditions  rclalives  à  «» 
et  «2  donnerait 

I    _  /•'    r/  /  ?/ \  I     /sinO,        pinOjX 

w         u   ds\r^,/       sinO\    L\  L",    / 

el,  comme  on  a  (ly) 

u  =  rocosnr  =  —  r'sinzïT, 
on  en  conclut 
,-  I  drij  i      /sinO.2         sinO, 


ni         cl  s         sin  0  \    L",  \J'., 

ou  enfin 

I    _  f/rvT         I 

comme  précédemment. 

Quant  aux  composantes  suivant  MN  et  — MT,  la  coïncidence, 
en  direction,  des  rayons  a  et  /??  suivant  MU  permet  d'écrire 


Il   _    w  _   u 
m        m"  ^  m" 


avec  it"=  /'o  et  ii"'=:  —  r' . 

3°  Flexion  de  niveau  ou  courbure  pseudo-conj uguée.  —  Il 
nous  faut  partir  ici  des  cosinus  directeurs  («g,  6e,  Ce)  de  MV  et 
{a,,  K,  c',)  de  MV.  On  a 


Oj  =       a  coso) -4- asin  w, 
a^  =  —  a  sin  to  +  acosto 


et,  par  conséquent, 


«1  cosOo        «2  cosOi        a 
/•"    sinO  r"   sinO         ^o' 


w  da'i        a^        <7,  COSO2        «2  cosOi 


«7 


t'     ds  t'         /■(,    sinO         /'o    sinO         /■" 

Si  l'on  dilTérenlie  la  première  et  qu'on  égale  les  coefficients  de  «», 

on  retombe  simi)lement  sur  la  valeur  connue  (i(5)  de  —  Il  devient 

'  ^       '         l'a 

donc  nécessaire  et  non  plus  facultatif,  somme  dans  les  deux  pre- 
miers cas,  de  combiner  entre  elles  les  conditions  qu'on  obtient  en 
égalant  entre  eux  les  coefficients  de  (l^  et  de  a>.  On  trouvera  ainsi 

/        r j_  /  i_  _  cosO\  _  sinOiCosO,  / _\ i_\1  A  \ 

'^'' w       s'»''J|_  r_i_/_i_       (misOn       sinOirosOj/     1 L-Vl  ^2  l       V'm    '    ^«  / 


13  — 


d'où  l'on  voit  que,   |)Oiir  qin'  la  (;oncor(Uincc  do   nos  formules  soil 
manifeste,  il  nous  reste  à  faire  voir  que  eette  dernière  revient  à 


ds 


A  cet  eflct,  remarquons  d'abord  qu'en  désignant  par  0',  et  0'^  les 
anf^les  que  MV  fait  avec  les  axes  coordonnés,  on  a,  dans  les  con- 
ditions de  figure  où  nous  nous  sommes  placés  (  n"  8  ), 


(33)  \  )''  [ 

d\)ù 

d(y.^  =  f/6,  —  f/w. 

double  système  dont  chacun  ne  fournit  plus  qu'une  équation  lors- 
qu'on suppose  les  coordonnées  rectangulaires. 

D'autre  part,  pour  ce  même  cas  d'orlhogonalilé,  l'équation  (32) 
se  réduit  à 

w        l  \rir.,         PiPî/J   ds         /• 

V  étant  alors  donné  par  la  formule 

I         /cosOi        sinOi\2      /sinOj        cosOjN^ 


"2  Pi 

La  question  est  donc    ramenée  à  prouver  que  l'on  a  identi- 
quement 

^_r   _      /_j I     \1  r/Oi 

rf*  ~  |_'       \/-';  /•;     p'ip'2/J  ds  ' 

ou  mieux  encore 

d()\  =  i'-i  ( -^ j^)  d^i. 

\''i''-2        P1P2/ 

Or,  si  l'on  intègre  cette  expression,  on  trouve 

I         /tangOi        tansQ;\    ,    tangOitangO',  _ 

'•1  \        P2  Pi  /  ''-2 

relation  que  nous  reconnaîtrons  plus  tard  être  celle  qui  lie  les  di- 
rections/W(?w<:/o-<:'o/i/«i,'7<e(,'.sMT  et  M\".  Elle  ex|)rime  (pie  ces  deux 
semi-droites  sont  deux  directions  liomolosucs  dans  deux  faisceaux 
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homograj)lil(jnes.  La  |)rnprl('Mé  des  tangentes  conjuguées  àAX\s\es 
surfaces  n'en  est  qu'un  cas  particulier  correspijndanl  à  l'hypolhèsc 
-;;-=—■,  mais  nous  ne  saurions  insister  davantage,  en  ce  moment, 

Pi  P2        ^ 

sur  ce  point. 

Quant   aux  composantes    orthogonales  de  —  ?   observons  qu'à 
cause  des  relations  connues  (i^) 

r  =  /'osina)=  —  /'"cosw 
on  a  d'abord 

dui  _  ''o    d  l  ''  \  _       r"   d  /  V  \ 
ds         ('    ds  \r"  /  V    ds  \/'o/ 

puis,  en  vertu  de  la  coïncidence  suivant  MV  des  rayons  v  et  «v, 

V   _   v'  v'" 

w        w'         w'" 

en  posant  v'  =  t\  et  v'"  =  —  /•". 

X. 

Troisièmes  courbures  ou  courbures  rectifiantes. 

12.    Troisième  courbure  absolue.  —  La  théorie  des  courbes 
irauches  nous  fournil  d'elle-même  les  trois  relations  suivantes  : 


(35) 


da  Cln  dnr;  Or.  dcif 


ds         r  ds  t  ds 


Jusqu'ici  nous  n'avons  utilisé  queles  deux  premières.  Considérons 
actuellement  la  troisième.  La  courbure  qu'elle  définit  est  relative  à 
lavariation  delanormale  principale,  ML,  c'est-à-dire,  de  la  direction 
commune  des  rayons  /•  el  t. 

Comme  on  a  manifestement 

-./da^y        1  I  I 

^\~dr]  -y^-^T^  ^^' 

on  nomme  -  la  troisième  courbure  absolue  de  la  liiine  S. 
P  ,^ 

Soit  MD  {fig.  3)  la  direction  du  rayon  y>.  l*2levons  sur  le  plan 

IvMI)  la  perpendiculaire  Ml)'  du  coté  de  MN;  nous  obliendroiis 

la  (Iroile  rectifiante  (absolue)  de  la  ligne  S  en  M.  Il  s'agit  (révaluer 

les  cosinus  (liicclcurs  de  MD  <'l  de  Ml)'. 
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Pour  cola,  roniarqiions  ([uc  le  Irirdre  liireclan^lo  AIT. DD' est 
dans  les  mêmes  eoiidilions  (|ue  le  Irièdre  iMTLI/ ;  les  Tormules  (,'i5) 
lui  sonl  donc  a|)|)licaldes.  Or  de  la  première  on  lire 

cos(  D,ar)        da,j 
Jj  ^  177' 

d'où  Ton  eoneliil,  d'après  la  troisième, 

cos(D,r;  a        a'fj 


(36) 


p  r  t 

Quant  à  MD',  on  a  pour  déterminer  cos(  D',^),  par  exemple  : 
cos(D',.r)  dcry  dbrj  (c        c,j\  (b        h'n 


P 
d'où 

(37) 


cos(D',a")        a'rj        a 


16.  Propriétés.  —  On  sait  que  les  deux  droites  MD  et  MD'sont 
situées  dans  le  plan  rectifiant,  c'est-à-dire  dans  le  plan  de  la  tan- 
gente MT  et  de  Taxe  ML'  du  plan  osculateur. 

A  cette  propriété  nous  adjoindrons  celles  que  renferme  le  tableau 
suivant  : 

cos(D,L')=  — ^,  cos(D',L'    =       -^ , 


cos(D,T)  =  — ^-,  cos(D',T)  =  — ^ 


^,  cos(D',T)  =  — ^, 

/•  t 

cos(D,N)  =  — -J,  cos(D',A)  =       4,» 


t 

cos(D,H)  =       ^,  cos(D',H)  =—  4,. 

cos(D,U)=:       ^,--^,  cos(D'.U)=  ^'-+-i^, 

cos(D,U')=       ^+if^,  cos(D',U')=  -^-^, 

rr-o        t'r'  ^            '  (','0         r'^ 

cos(D,V)   ==       ^-^,  cos(D',V)=  -^^+-^, 

/•/o        i  r  f/'o        /-'-^ 

Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  tout  système  de  coordonnées. 
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On  s'est  aidé  pour  les  calculer  de  ce  que  Ton  a  (n"  1  i) 

/•       /•'        /•" 
1  ^  T'  ~  7' 

(^uaut  aux  cosinus  des  anj^les  que  font  MD   cl  MD'  aven   les 
lignes  coordonnées,  on  trouve 

cos(D,  Ti)  =  —  -^^  sinO,  —  ^  cosO,, 

cos(D,  T,)=       ^,  sinO,,  — ^  cosO.,; 

cos(D',  T,)=       4,  s'"f)i—  -  cosOi, 

cos(D',  T2)  =  —  —,  sin02  —  •-  cosOj. 
r  t 

17.    Troisièmes  courbures  dérivées.  —  Considérons  mainte- 
nanties  courbures  relatives  à  la  variation  de  MU  qui  est  la  direc- 
tion de  -  et  de  —  >  et  à  celle  de  MV  qui  est  la  direction  de  -  et  de 
Il  m  '  V 

—  •  Nous  avons 
il' 

^  \  ds  )    ^  i/-^    '    la^        7^  ' 
/  daz_\-  I  I     _    I 


2C^y 


11  j  aurait  donc  lieu  de  construire  deux,  nouveaux  trièdrcs  ana- 
logues au  trièdre  MLDD'  et  dont  la  troisième  arête  serait,  pour 
chacun,  la  droite  rectifiante  dérivée  de  ces  nouvelles  courbures. 

On  pourrait  enfin  dresser,  pour  ces  courbures  rectifiantes  ex- 
trinsèqiies,  deux  tableaux  qui  auraient  de  grandes  analogies  avec 
le  précédent.  Nous  nous  conlenteions  d'écrire  les  trois  rorniules 
qui  suivent  et  dont  la  composition  syniélriquc  suffira  pour  jus- 
tifier, à  vue,  pour  ainsi  dire,  notre  assertion  : 

I  /  I  I  \        (dm        I  \î 

r'^        [r"^^  r-^J  ^  \ds         r  ) 
(  )ue  si    mainlen;inl    on    cotiviçiit    de  pdrtcr  ces  trois  courbures 
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sur  los  arèles  d'un    li'icdrc  Lrircclani^lo  quelconque,  on  aura  pour 
la  courbure  résullanle  ou  totale  de  la  ligne  S 

I   _    I  I  I 

J"2  jji  ql  fi 

Elle  sera  donc  parfaltemcnL  délcrniinée  en  grandeur  et  en   direc- 
tion. 

XI. 

Première  application  des  théories  précédentes  à  diverses  lignes  remar- 
quables et  d'une  définition  généralisée.  —  Lignes  géodésiques,  lignes 
asymptotiques,  etc. 

18.  Lignes  géodésiques.  —  Par  analogie  avec  ce  qui  a  lieu 
pour  les  surfaces,  nous  appellerons  lignes  géodésiques  de  tout 
système  défini  par  la  variation  du  trièdre  MNT,  T2   donné   celles 

pour  lesquelles   la  première  courbure  horizontale  ou  de  niveau  — 
est  nulle  en  chacun  de  leurs  points.  Leur  équation  est  donc 

ou,  plus  explicitement. 


On  remarquera,  en   eiïet,  que,  dans  tous  les   calculs   qui  nous 

ont   donné     la     valeur    de  —  »  nous    nous    sommes    constamment 

r 

afiranchi  de  la  condition  -—  =  -7;  qui,  comme  on  le  verra  dans  la 

Pi  P2 

suite,  est  la  condition  caractéristique  des  surfaces. 

19.   Indicatrice.    —    Reprenons    l'expression    de   la    première 
courbure  verticale  (i5),  savoir 

sinO        sin02        sinOi 
ou,  en  développant, 


(38) 


— ^—  =  ;; — -  -T-  (  ^r  H r  ]   SuiOi  siiiOo 

'•  '-1  \?i        :-î/ 
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Posons 


'^J^--' 

il  viendra 

(39) 

X2           /    l               I    N 

—  -l-    —  +  — 

''l             VPl             P2/ 

)xv.^  =  ,. 

équation  d'une  conique  située  dans  le  plan  TjMTo  et  qui  appar- 
tient aux  genres  ellipse,  hyperbole  ou  parabole,  selon  que  la 
quantité 

_i i/_L  ^  _! 

'■'i  r\         4  \  p'I         p'2 

est  ou  positive,  ou  négative,  ou  nulle. 

Nous  ferons  observer  que  c'est  là  aussi  l'indicatrice  proprement 
dite  d'une  surface  auxiliaire  ou  fictive  Fy.  qui  aurait  pour  courbure 
normale  alternante  de  ses  lignes  génératrices  la  moyenne  arilhmé- 

ticrue  des  courbures  -^  et  -7-  des  lifrnes  Si  et  So. 

pi       P2  ^  " 

Cette  surface  moyenne  pourrait,  ce  nous  semble,  être  substi- 
tuée avantageusement  en  tout  point  M  au  réseau  discontinu  des 
triangles  MM)  [X2,  MM2  [x, ,  dont  il  a  été  question  au  n"  1,  s'il  s'agis- 
sait, par  exemple,  de  définir  la  courbure  d'une  pseudo-surface 
autour  de  chacun  de  ses  points;  mais  de  telles  considérations,  sur 
lesquelles  nous  comptons  revenir,  ne  sauraient  trouver  place  ici. 

L'équation  aux  carrés  des  inverses  des  demi-axes  de  l'indica- 
trice (39)  est 

ce  qui  fournit  les  rayons  de  courbure  R",  et  R.',  relatifs  aux  plans 
à.\ls principaux  NMA,,  NMAo  du  système  rectiligne  considéré,  et 
permet  d'écrire  les  invariants  : 


-vH ;r  —  (  —  -+-  —  )cos  6 

^•1        fj        VPi        P2/  ^  J_ 

siii2  0  iv; 

^•|^2  '\\?\  ?J       _  • 


siii^o  H",  iv; 
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Rapportée  à  ses  axes  de   figures,  l'indicatrice   prend   la   forme  ré- 
duite 


ng') 


X2  Y2^    _ 

r;  ^  in  "'• 


en  même  temps  que  la  courhure  verticale  ci-dessus  s'écrit 
I         cos26i        sin^O, 


(io) 


RI 


R', 


20.  Nouvelle  forme  de   l'équation   de  V indicatrice.    —  En 
vertu  des  formules  (5),  on  a 


(  /,  as  M-  nii  63  -H  n,  C3  ) 


bien 


— —  =  —  [^1(^1^2  —  ^162)-!-  nii{Cia2  —  aiCi)  -h  ni(aib-2  —  ^1  «2)], 


ce  qu'on  peut  écrire 


sinO 


/1 

dx 

dx 

d^x 

ai 

a.2 

'1 

dli 

dS2 

dsl 

ai 

62 

r'i 

= 

ôy 

ÔSi 

ày 

às-2 

ni 

dz 

dz 

d-^z 

<-'! 

0-2 

ri 

àsi 

dS2 

ésl 

=  M. 


sinO 


On  trouvera  pour  valeur  de  —tt-  un  nouveau  déterminant  Ai;  qui 
^  r.2  -  ^ 

ne  différera  du  précédent  qu'en  ce  que  les  éléments  de  la  dernière 

,  ,       ,  d'^x    d'^y    d^z 

colonne  y  seront  remplaces  par  -y^,  y^'  tt* 

En  troisième  lieu,  on  a 


-F    =   —  (X,«3-f-  [^163  -H  V1C3); 
Pi  Pi 


d'où 


sin  0 

pi 


X. 

rtl        «2        — 

Pl 

6,        h.        ^ 


Cl       Ci 


dx      ôx        d'^  X 


dsi 

dS2 

ds2  dxi 

dsx 

dy 
ds-. 

à'-y 

ds2  dsi 

dz 

dz 

d^z 

dsi      dsi      dSi  dsi 


A?. 


Enfin,     pour——»  on   obliciulra  un    (|ualrièinc   (IcIcrnunanL    ne 

difTéranl  du  précédent  qu'en  ce  que  les  éléments  de  la  dernière 

,  1      '  '^'^  T        à'  Y        '^'  ^ 

colonne  v  sont  remplaces  par  - — — >   ^ — v— »  -p— r-- 

r  '        ùsx  os-i     os\  asi     osi  as-i 

Ce  nest  que  lorsque  les  li<;;nes  S,  et  So  engendrent  une  même 
surface  r  que  Ion  a  ,  ,  ^=  -, — r-i  et,  par  suite,  A:  =  A,  ou 
encore  -^  =  —  •  Hors  de  là,  il  n'existe  pas,  comme  on  le  sait,  de 

Pi  ?2 

fonction  F(x,yy  :■)  =  o  dont  les  dérivées  partielles  puissent  servir 
à  exprimer  les  coefficients  diderentiels  qui  entrent  dans  nos  dé- 
terminants. 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que,  pour  toute  pseudo-surface  ou 
pour  tout  svstème  rectiligne,  on  a 

(40  '-i-^l  =^;^l  =  ?i^r  =  ?2A>  =sinO. 

Donc  l'indicatrice  correspondante  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(39")  A'  \2  +  (  A-f  +  Ai  )  W  +  A|  Y2  =  sin 0. 

21.  Lignes  asymptotiques.  —  Nous  appelons  lignes  asympto- 
tiques  celles  pour  lesquelles  la  première  courbure  verticale  ou  de 

profil  —  est  nulle  en  chacun  de  leurs  points. 

Leur  équation  est  conséquemment 

— ^  -+-  (  -;7  -! ir  ]  àsi  ds.y  H ^   =  O, 

'■1  VP.  ?J  '  '-2 

ou  bien 

AJ  cli\  4-  (  Af  -+-  A'  )  r/ii  ds-i  +  A|  dsl  =  o. 

On  peut  obtenir  immédiatement  réc|uation  de  ces  lignes  en  po- 
sant les  conditions 

da^  _  f/6.(  _  dc-i 

et  exprimant  (|ue  ces  ra|)ports  sont  indépcndanls  de  c/|  cl  de  (7.,. 
On  trouve  ainsi  (i)et(i4) 

I          cosO          I           to**0 
]A ^i     _  11? *-'i     . 


—  ri:{  — 

d'où,  <'ti  it'duisiiiil , 

siiiO.)         .sinOi 


ce  qui  esl  la  loiiiic  /)/  iz/ti/nc  de  ces  lignes. 

"22.    Lignes  de  courbure.  —  l^'analogie  nous  conduit  à  designer 
de  la  sorte  les  lignes  pour  lesquelles  la  courbure   de  front  —  est 

nulle  en  chaque  point. 

Leur  ('quation  est  donc  tout  d'al>ord  (  i6) 

cosO.)        cosOi 

Mais 

fis  cosOi  =  ds^  H-  ds-i  cosO, 

à  s  cosOo  =  cls.,-^  dsi  cosO. 
Substituant,  on  a 

/   /  I         cosO  \    ,  , 


i  r/  1        cusO\       /  I        fusO\T  /   I        oosO  >      ., 

'  L\'-2         9-1  I         'i         ?i    /J  Pi         'i 

ou  bien 

(Af  -  A|  cosO)^/i-f 
+  [(AI  —  \\  C()s6)  —  (  A[  —  Af  cosO  ij  ds^  ds.y—(\\  —  1\  cosO)  <'/i|  =  o, 

Ces  lignes  de  courbure,  obliques  ou  angulaires  entre  elles,  évi- 
demment ('),  mais  toutefois  d'égale  inclinaison  sur  les  axes  de 
l'indicatrice  du  système  recliligne  auquel  elles  ap|)arlienncnt,  sont 
telles  que  les  deux  pseudo-normales  qui  ont  leur  pied  à  l'extré- 
mité M'  de  leur  premier  élément  rencontrent  la  verticale  MN,  cha- 
cune en  un  point  cpi'en  Optique  on  x\o\wm.ç,  foyers  du  /Y/jo/iMN. 
Ceci  est  la  conséquence  de  l'équation  ou  plutôt  de  la  définition 
même  de  ces  ligues. 

Cherchons  à  déterminer  ces  fovers. 


(')  Ce  ne  sont  donc  pas  les  lignes  de  coiirbiire  prn|ircnici(l  diles  de  la  surface 
m\iliaire  F.^,  les([iielles  soiil  re|)i-éscnlocs  par  !'ci|ualii)ii  liicii  tlilïércnle 

1   •      I  I  \        cosOl        ,       ,1  i    \   ,      ,  I  '  /    '  '   \        cosO  1       ., 


5i  — 


l^oiir  cela,  observons  qiio  1  équation       „     =       „     x^evienl  a 


'i 
^\  P2        _        P'i  P2 


(/a'I  +  f/s.2  COS  0            «^«2  H 

-  dsx  cosO 

VPl             P2/                                 '-2 

ds^ 

d'où  l'on  lire 

\ri         r  j 

1  I         cosO\    , 

(p.           ,.„    )'^''^{r\         rM'^      =""■ 

I 


Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

O-        L/'i       ^"2      Vpi       P2/        Jo-      \'-i/-2       P1P2/ 

Telle  est  l'équation,  de  niême  forme,  mais  plus  simple,  que  celle 
qu'a  donnée  M.Kummcr  dans  sa  théorie  générale  des  systèmes  rec- 
lilignes  pour  la  détermination  des  mêmes  points,  qui  fournit  les 
distances  /y^  et  r^^  de  l'origine  M  à  chacun  des  foyers. 
On  en  déduit  aussi  les  relations  suivantes 


I 
'7. 

1 

I 
[ 

^ 

I 

-1- 
I 

I 
r" 

en   d(''signant  par  Rv,,  Ry,  '^'^  carrés  des  demi-axes  de  l'indica- 
trice 

X2  Y2 


h;  '  iv;, 


ou 


X2  \Y  Y2 

(44)  —  +  9. -7=^-7  -t-  ;;y   =  I 

''•  /p'i  P2 


r. 


d'une  seconde  surface  auxiliaire  1%  correspondant  à  la  moyenne 
géométrique  (supposée    toujours  réelle)  des  courbures  normales 


—     O.)    — 


—  et  —  5  comme  rindicatrice  de  la  surface  F^.  correspondait  tout  à 

Pi  ?2 

riicure  à  la  moyenne  arithmétique. 

l'^n  introduisant  ce  nouvel  ('lément  de  calcul,  on  peut  dire  que  la 
condition  nécessaire  et  sufiisanle  pour  que  les  lignes  de  courbure 
obliaues  d'un  système  donné  soient  réelles  est 


L{  —        — 


> 


Rv,  Rv, 


Quant  à  l'angle  3?  qu'elles  font  entre  elles,  on  trouve  aisément, 
pour  le  déterminer, 

I  I 

~!r  —  T 


tan-'Jrr: 


1/1  I 


sint 


P2 


Les  deux  termes  de  cette  expression  sont  des  invariants,  et  le  dé- 
nominateur, en  particulier,  est  égal  à  la  somme  des  courbures  de 
front  relatives  à  deux  directions  rectangulaires,  somme  nulle,  on 
le  sait  (28),  dans  le  cas  des  surfaces. 

23.  Vu  l'importance  des  lignes  qui  nous  occupent,  nous  allons 
indiquer  brièvement  deux  autres  méthodes  pour  les  obtenir. 

Et  d'abord,  il  suffit  de  poser,  par  analogie  avec  les  lignes  asym- 
ptotiques. 


ce  qui  donne 


d'où 


On  les  obtient  aussi,  et  cette  remarque  nous  sera  fort  utile,  à 
l'aide  des  formules  (24)  mises  sous  la  forme 


da^        db^        dc^ 
abc 

I 

cos6         I          cos6 

L^ 

T  "             T  "             T  " 
L'2                ^2               ^1 

sin62                   sinOi 

COS62        cosOj 

/  I  cosO\  '    /  I  cosO\ 

-,  ''i  P'i  "^    \  P  "1  ^l      ' 

i  I  cos6\  /  I  cosO\ 

.''1  p'i      '  \?2  ''if 


sin^O 
j  sin^O        /    I         cosO\  /  I         cosO 


—  o6  — 
après  ([n'oti  v  a  fait 

sinOî        dsi 

Il  suflil  edeclivcmcnt  d'égaler  les  seconds  membres  pour  rc- 
(omber  sur  l'éqjialion  (42). 

Enfin,  il  n'est  j)as  sans  inl('>rèl  d'observer  que,  lorsque  la  condi- 
tion —, — jr, r, — JT  =  o  est  remplie,  Féqualion  des  lignes  de  cour- 

bure  se  décompose  en   deux  facteurs  réels  du  premier  degré  et 
«Ion ne  pour  ces  lignes 

/  I         cciOX    ,          /  I          cosO\    , 
— r-     dsi  -+-      — —     rfs.,  =  o, 

^  Pi  ''i    /  ^■'■2  P2    / 

/  I         cosO \  /  I         cosO\    , 

—   —  — —       'fSi — j^      dS2  =  o, 

\pl       ''l  /  y-l       ?1  / 

ou  bien  écpiivalcmment 

/  I    rosO\  ,     /  I    cosÔX  , 

''i  ?l      I  P2      '-2  /    ' 

/  1    cosO  .  ,    /  I    cosO  .  , 

1  -TT li—    )  "*1 \    -T TT-       dS;  =   O. 

\''2      P2   /         Vp2      ''2   / 

"21.  f J ij: lies  pseudo-conj liguées  sous  angle  constant.  —  Pour 
oljtenir  ces  nouvelles  lignes,  on  égalera  à  zéro  la  composante  — 
de  la  déviation  verticale  fao'),  ce  cpii  donne 

;    Psin  i        sin(0  —  i)  \    ,  , 

.     '  iTsint       sin(6 —  /il       Tsint       sin(0-i-inj   , 

(  (6  )  '  -t-  M  — -  H — —    — ,; ^-7^ (Isi  ds-, 

^         j  (L'-2  ?2        J       I    '•,  Pi         J^ 

(vcs  bgnes,  not)  encore  signalées,  crovons-nons,  généralisent  les 
|)récé(leiites;  car,  |)oui'  /  =  (),  on  retrouve  les  lignes  as^mptoliques, 

et  pour /=  -  ■<  on  a  les  lignes  de  courbure  angidaires  (4''-). 

Nous  inditpierons  dans  liin  îles  pai  iigra|)lies  suivants  une  mé- 
ibode  jdiis  dii-e('le  pour  les  obtenir 

l'^ilin.  si  Ton  cliange  /  en  / —  -  dans    l'(''qu;il  ion  (4^')'    "'"    •"""> 


une  «'■(|iialioii  <!•'  iiiciiu-  lonnc  rcpiésenliinl  les  courljcs  coinjilé- 
iiicnlaires  des  précédctJlcs,  c'est-à-dire  des  eoiirhes  qui  se  cou- 
pent sous  le  complément  de  l'angle  conslani  /  donné. 


XII. 

Examen  du  cas  où  les  lignes  précédentes  appartiendraient 
à  une  surface. 

23.  (Considérons,  diiiaiil  loiil  le  cours  de  ce  paragraphe,  les 
arcs  élémentaires  c/.s,  et  (Is-,  des  lignes  coordonni'es  S,,  S-,  comme 
fonctions  des  paramètres  u^  et  u-,  dont  nous  nous  sommes  occupés 
au  n°  1  ;  on  aura 

d^x  =  aids i,         do x  =  a.2 ds^  ; 
d'où 

didiX  =  doctidsi-h  aidydsi, 
dy  d^ X  =  di  «2  ds^  -H  (7.2  di  ds^. 

Les  premiers  membres  étant  égaux,  par  hypothèse,  on  doit  avoir 

- —  ds,  dso  -+-  a,  d.i  ds\  =  - — -  ds^  ds-y  -+-  ao di  dsy. 

Si  l'on  substitue  à  ces  dérivées  partielles  leurs  valeurs  (5)  et 
cpi'on  égale,  dans  les  deu\  membres,  les  coefficients  de  «i,  «2, 

rt;t,  on  trouvera 

,    ,          dsids.y  I  [          C()sO\ 
di  d\i  =       .       '     —  -^ —    , 


di  ds-i 


sin  0 
dsids-2  /  I  cosO~ 


iini) 


I    _    I 

p"i   "~  P'-î 

1  elles  sont  les  conditions  déjà  connues  qu'il  nous  faut  intro- 
duire dans  nos  formules  pour  passer  du  cas  général  des  systèmes 
rectilignes  à  celui  des  surfaces. 

Voyons  d'abord  ce  que  deviennent  les  rayons  de  première  cour- 
bure horizontale  et  verticale  (qu'il  conviendra  d'appeler,  pour  la 
circonstance,  rayons  de  première  courbure  tangentielle  et  nor- 
male). 

Nous  emprunterons  la  première  de  ces  expressions  à  l'abbé 
Aoust  qui,   après  avou-  donm-   les   conditions    ci-dessus,   l'en   lait 


o8 


sorlir  par  un  calcul  facile  cl  trouve  {\o\r  Analyse  injinitésimale 
des  lignes  tracées  sur  une  sur/ace) 


(a) 


dsi  dsi  sin  9 


di(ds2  COSO2)  —  d2{dsi  cos6,). 


Cela  étant,  posons  avec  Gauss 


y/_^\2^^  Vi^^^F  y/_^V^G- 


iendi 


Il  viendra 


en  faisant 


cosO 


F  .    ,      ^  /EG  -  F^ 

-=5  sinf)=:4/  -— = 


v/EG 


D'autre  part, 


E    F 

F    G 


ds  cosOi  =  dsi-h  ds2  cos9, 
ds  COS62  =  ds-i-h  dsi  cos6. 


f/5,       û^5o 


Multipliant  respectivement  par  -p- ,  -j-  et  substituant,  on  aura 
cette  forme  nouvelle 


(a') 
avec 


0  _  _^ /F 


d    /F  c^Mi  +  G  du2\         à    / E  «fj^i  +  F  du^ 


<)    /  E  dui  +  F  c?M2  \ 
dui  \  ds  I 


ds^  =  Edu\  -h  2 F  f/«i  f/M2  -I-  G  diil. 


Quant  à  la  première  courbure  normale,  si,  dans  son  expression 
cénérale  (3(S),  on  fait  v  =  -^  '  il  vient 


(b) 


ds^        ds}  dsi  dsi        dsl 

r"  r\  ç>\  /•;  ' 


d'où,  par  l'introduction  des  paramètres  différentiels  E,  F,  G, 

ds"^        E    ,  .         v^EG  ,      ,      ,    G    ,  ^ 

— „   =  -TT  dut  -I-  ■->,      „     a  Ut  dUi  H w  dui. 

r  ''i  Pi  ''2 


I        I        I 


11   n'v  a  plus  (iii'à   trouver  les  valeurs  de  -^'  -^r-  -^  •   Or  nous 

'  «  /•,     p,     /•, 
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X.  d-^x  I  ô^x 


p,        âs-îàsi        ^iiQ  du 2  du  i 


Al., 


d'où  l'on  voit  ({ue,  si,  pour  abréger,  ou  pose 

âx  ùx  0^  X 

()ui  àu^  àu'l 

())'  dy  d-y 

(Jui  du-2  àu'f 

âz  âz  (P  z 

diii  àii-y  Ouf 

puis  qu'on    représente   par  A|^o  ou  Aoj,  indifTéremment ,  et  par 
Ao,a  deux  autres  déterminants  qui  ne  dilï'èrent  du  précédent  qu'en 

d'^x  d-y  d'^z 

ce  que  la  dernière  colonne  ait  pour  éléments  ^ — — - ,  - — ^r —  ,  -: — r — 
^  '■  duidu2     duidui     duidu-2 

dans  le  premier  et  —^5  ^^j  j^  dans  le  second,  on  aura  d'abord 


du'l     dur,  '  du^l, 


(c) 


Am 

s 


v/EG 

p"i 


G 


Ao  , 


et,  par  suite,  la  valeur  de  la  courbure  normale  que  nous  voulions 
obtenir  pourra  s'écrire 


{à) 


A,_i  dul  -+-  2A1  2  du\  dui  -1-  A2,2  du\ 


r"  E  du\  -t-  2  F  dui  du^  -+-  G  du\ 

Faisons  quelques  applications  de  ces  diverses  formules. 

26.  1°  Rien  ne  change  dans  l'équation  générale  des  lignes  géo- 
clésiques  lorsqu'on  passe  des  systèmes  rectilignes  aux  surfaces 
(n°  18);  mais,  outre  cette  forme,  nous  avons,  par  la  formule  (a'), 
celle-ci,  qui  est  plus  avantageuse  pour  le  calcul  : 


(e) 


à    /F  dui  -{-  G  duo 
dui  \  ds 


ds    /E  dui  -\-F  du-2 
du 2  \  ds 


Prenuer  exemple.  —  Posons  «,  =  j:-,  ;/o=  >•,  dz=  pr/xH-  q  dv\ 
on  trouve 

E  =  I  4-  p2j         F  —  pq^  G  =  I  -t-  q-. 
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Pat'  siiilc,  rôquation  des  lignes  géodésiqncs  est,  dans  ce  cas, 

d    r pq  d.r  -^(\  -^  ({-  )dy~\  _    d   F O  -^  |»^ ^  dx  -+-  pcj  dy  "1 
'<he  I  ^7^^  J  ~  <fy  L  d~s  J' 


ds-  =  [i  -^  p-  )  d.r'-  -^  i  prj  r/j"  <^/j'  -)-  (  t  -h-  q^  )  df^. 
On  en  lire,  en  faisant 


à-^z 


fP-Z 


t, 


(pf/r — ([dx){rdT--k-  -i.stlxdv  -\-  t  ^/)'-)  —  (i  -t-  p^-i-  q'^)(dxd'^r —  dyd^x)  =  r. 

Or  ceci  ('■(juivaiU  à 

p (  dy  d-  z  —  dz  d-y  )  -^  q (  dz  d-  x  —  dx  d'-z)  —  (  dx  d-y  —  dy  d^x)  =  o, 

si  l'on  a  soin  d'éliminer  de  celte  dernière  les  diirérentielles  totales 
de  c.  On  retrouve  ainsi  Téqualion  ordinaire  des  lignes  géodé- 
siques. 

Deuxième  exemple.  —  Considérons,  comme  cas  ])articnlier, 
l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  représenté  par  le  système 

X  =  p  cosoj.        y  ^  p  *''! '"^j         z  =  atû. 

En  posant  «,  =  w,  iio  =  p,  on  a 

E  =  p2+rt2^  F:=o,  G  =  i 

et,  par  suite, 

dp 


1  -  A  r  (?'--\-a^)d(x}        1 


(  p2 -+- a2  )  rfa)2 

d'où,  en  prenant  co  pour  variable  indépendante, 
/         a2\  d-^p  d? 

é(piiilion  difTérentiellc  de  la  projection,  sur  le  plan  directeur,  des 
lignes  géodésiques  de  l'hélicoïde. 

2"    Ij'indicatrice  d'une  surface   s'obtiendra   en  i)osant  -^  =  -rr 
dans  ré(|ua[iori  (^g).  On  a  donc 

\^  \Y        Y2 

-r  -t-  2  — -  ^-  -T   =  ' 
'•|  Pi  ''2 


A),t  X--H  ^Ai^j  \V  -1-  A2.Î  V"  =  ô. 


—  01   -~ 

l/(''([ii;iLi()n  aux  carrés  dos  inv(;r.scs  de  ses  deini-axcs  y  K| ,  yH^ 
cLanl 

sin^O       /  I  r  rosO  >    i         /      i  r    \ 

on  saura  former  Téqualion  réduik-  de  l'indicalrice 

3"  Pour  avoir  les  lignes  asymptoliques  d'une  surface,  il  suffira 

d'inlroduire  riiypotlièse  -r- := -77 ,  soit  (.lans   leur  équation  céné- 
J^  Pi         P2  1  b 

raie  (n"  21)       • 

sinO^        sinOi 

soit  dans  les  conditions 

da^i        db^        de,, 

ce  cfui  donne 

ds'k  ds\  ds-i        ds'i 

''1  Pi  ''2 

ou  encore 

(  f  )  Al  1  dii\  M-  2Ai^2  dii^i  dii2^  Ao  2  —  o. 

En  tout  ceci,  nous  avons  fait  abstraction  de  l'équation  de  l'in- 
dicatrice qui,  comnie^on  le  sait,  pouvait  nous  les  donner  directe- 
ment. 

Faisons  dans  cette  dernière  équation  ?/,  =  jr,  u^^^  V-,  on  aura 

•^1,1='')        -^1,2=  s,        A2,2=i;- 

d'où  la  forme  connue 

r  d.r-  -H  2  s  dx  dy  H-  t<f^'2  ==  q. 

S'il  s'agit,  en  particulier,  de  l'hélicoïde  gauche, 

A|,i  =  o,         A,  2  =  — a,  A2,2=o; 

conséquemment  il  vient 

p  r/p  d^M  =  o, 

ce  qui  donne,  sur  le  plan   directeur,  des  circonférences   concen- 
triques cl  leurs  trajectoires  orthogonales  ([ui  sont  les  ravons. 


—  G2  — 

4"  Les  lignes  de  courbure  d'une  surface,   c'est-à-dire,  celles 

pour  lesquelles  la  courbure  de  front  —  (bien  inexactement  appelée 

seconde  courbure  gcodésique  ou   torsion  géodésirjue)  résulte, 
soit  de  leur  équation  générale  (n"  22) 

cos6.2        cosOj 


Jj ,                     Jj  2 

soit  des  conditions 

f/rt3         dbi        dci 

a             b            c 

On  a  ainsi 

(.)(^ -::>'- 

f  -V -]  dsi  dsi  - 

I         cos6 


dsl  =:  O, 


OU  bien,  d'après  les  formules  (c)  ci-dessus, 

(EAi_2— FA,,,)^«<f-t-(EA2,2—  G\i,i)dui  dUi—iG^i^^—  FA2,2,)«'«i=  o. 
En  posant  u^  =  x,  u^  = ,)',  on  a  vu  que 

-^l,!  =  '■)  '^1,2=  s,  Ao  2  =  t, 

E  =  n-p2,  F  =  pq.  G  =  i-^q2; 

d'où 

[(I  -t-  p2)s—  pqr]<r/.r2 

+  [(i  +  p2)t  —  (n-  q2  )r]  dx  dy  —  f(i  +  q2)s  —  pqt  ]  dy'^  =  o, 

ce  qui  est  bien  l'é([uation  ordinaire  des  lignes  de  courbure 

ds 


ds- 
Entre  autres  propriétés,  observons  que,  si  l'on  pose  -j-^  =  m, 


l'équation  (g)  de  ces  lignes  prendra  la  forme 

Jla  -h  1)1)  /w  -4-  C  m^  =  <>  ; 
la  condition  d'orthogonalité 

'lo-hC  — UbcosO  =o 

est  donc  satisfaite. 

II  y  a  j)lus,  cette  équation  (g)  est  explicitement  de  la  forme 

(  B  —  A  cos 0  )  -t-  (  G  —  A )  ///  —  (  B  -  C  cosO  )  /«2  =  o  ; 

les  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  donc  tangentes  aux  sec- 
lions  principales. 

Supposons  que  l'on  ail    „   _,,  —  -^  =z  o,  l'indicatrice  se  réduira 


—  Cùi  — 

à  (Jeux  droites  parallèles  el  l'on  sera  clans  le  cas  des  surfaces 
développables.  L'équation  des  lignes  de  courbure  se  décompose 
alors  en 

/  I  r()sO\    ,  /  I  cosON    , 

—    —  —TT-       ''■'<l  +        — .,—       "■«2  =  O, 

vpi       ''i  /         \'--.       p1  / 

/  I  cosO\    ,  /  I  cosO\    , 

— TT-     (l-'^\  —      — ir-  )  fi-'^i  =  », 

VPi  '•)    /  \/-i  Pi    / 

et  il  est  aisé  de  reconnaître  dans  la  première  équation  de  ce  s^'s- 
tème  la  direction  de  la  génératrice  rectiligne  ou  la  tangente  à 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface,  etc. 

5°  Les  lignes  conjuguées  qui  se  coupent  sous  un  angle  con- 
stant i  ont  pour  équation  (n"  24) 

/    fsin  t        sin(0  —  i)n    ,  ^ 

j         (L  f.  Pi      J      L  '-1  Pi      1) 

j  Tsint        sin(0  +  i)l    ,  , 

—     — r, 71 asl  =  o. 

\  L  Pi  '-2        J 

Pour/=  o,  on  retrouve  les  lignes  asjmptotiques  et,  pour  f'=:  -, 
les  lignes  de  courbure. 

Enfin,  on  obtiendrait  les  lignes  complémentaii'es  des  lignes  {h), 
en  remplaçant  dans  leur  équation  i  par  i 

XIIL 

Deuxième  application  :  recherche  de  quelques  lieux  géométriques. 

27,  Après  cette  digression  sur  les  surfaces,  revenons  à  consi- 
dérer 5,  et  52  comme  variables  indépendantes. 

Formules  préliminaires.  —  Calculons,  en  premier  lieu,  les 
cosinus  directeurs  (a^,  ^É,  4)  de  MV,  troisième  arête  du  trièdre 
trirectangle  MNVV'(/^'-.  4). 

On  a 


—  =  "3  -7 C3  -T- 

V  as  as 


et  par  suite  (i4) 
(47) 


«£      .      ,,  «1 

Sin  ')  =    T-;r 


1;;      i;; 


—  fii  - 

Mais  la  j)rcinière  des  forimilcs  (i)  nous  porniel  d'écrire 

a'z        sinO'2     rtj  sinO'i     «2 

V  V       sinO  V       sinO 

Comparanl,  il  vienl 

/   sinO'i  I 

(48)  .    ,, 


y^                     1                .    ^             p  .           sinO.  ch .y 

Un  en  conclut  aussitôt,  en  taisant   .    „,  =  -r? 

PinO.,  as  y 

(49.) 


//s',         ds'.2 


=:  O, 


et,  successivement, 

dsi  ds\         ds-2  ds\         ds\  ds\,         ds^  ds\ 

'■"1  ?"i  p"i  ^'2 

I         fin        m'\        inin 

'  l  \  i^  2  pi/  '2 

formule  qui  généralise,  pour  les  coordonnées  obliques,  la  rela- 
tion (34)i  et  qui.  conjointement  avec  l'expression  connue 

(  m' —  m)  sinO 

tan^t  =  ; ; 7; >  > 

i  -h(rn-h  m  )  cos  u  -h  mm 

fait  retomber,  par  l'élimination  de  m,  sur  l'équation  des  lignes 
pseiido-conj liguées  (4(>)-  C'est  la  solution  que  nous  avions  an- 
noncée au  même  lieu. 

Quant  aux  cosinus  des  angles  0',  et  6^  relatifs  à  MV,  on  peut 
les  tirer  des  valeurs  (4^^)  qiji  donnent  (n"  9) 

.'  cosO'i   _  \     I   \         cosO\  _       <;inOi 

(  5o  )  '  fv  •    /. 

:osO'.,  I      /  I  cosO\  "  sinOo 


r                siiiU  \L',  1;;   /               ^2 

2"  H  nous  sera  utile  de  résoudre,  par  rap|)orl  à  0,  cl  Oj,  les  (or- 
mules  (48)  et  (50 ). 

En  posant,  |)Our  abréger, 

sinO',        sinO',  sinO 

/•,              p,  L,. 

sinO'i         sinO'^  sin6 


—  6S  — 
coii|(jiiiicin('iil.  avec 


OU  trouve 


(5i) 

kv  sinOo 


/.('  sin  0,  =       Yv~i 


résultat  qui  permet  de  mettre  la  relation  fondamentale  (49)  sous 

la  forme 

ds\        dso 

et  qui  nous  donne  aussi,  pour  les  cosinus  correspondants, 

\  sin6  vl:,,      l;,  y 

(  ^2  ) 

Finalement,  on  a  donc,  comme  nouvelle  expression  de  la  dévia- 
tion verticale, 

f»   „    •    »A  •  •  cosO 


On  verra,  par  l'application  que  nous  allons  en  faire,  l'utilité  et 
l'importance  de  ces  formules  auxiliaires. 

28.  Problî;me  I.  —  Ligne  de  striction  axiale.  —  Cherchons, 
en  projection  horizontale,  le  lieu  que  décrit  l'extrémité  K  de  la 
plus  courte  distance  de  la  verticale  MN  à  la  pseudo-normale 
M'N',  lorsque  celle-ci  tourne  autour  de  IMN  en  s'appuyanl  sur  une 
courbe  infinitésimale  située  dans  le  plan  horizontal  {^fig-  4)' 

On  a  d'abord  (33) 

d\  =  ds  sin  w  =:  ds  cos  (  6'j  —  0 1  }  =  c^5  cos  (  O»  —  0 g  )  ; 

d'où,  en  développant  l'une  ou  l'autre  de  ces  relations, 

, .., ,                             ,      ,,           I     /cos 6'.,        cos 6',  \    , 
(53)  At  dk=  ^-[  -— -^ — -!-     ds, 


l'arc  ds  n'étant   assujetti  qu'à  la  condition   de  rester   infiniment 
petit. 

XVÎ.  o 


—  (50  — 

Celle  formule  résout  la  ([ueslion  pour  le  cas  très  général  où 
l'on  voudrait  rapporter  la  direction  ]M\'du  ravon  vecteur  JNIP  à 
deux  directions  quelconques  JMT,  et  ■MTo.  IMais  il  est  plus  simple 
de  supposer  ces  deux  directions  rectangulaires  entre  elles,  et  Ton 
aura  alors,  dans  le  système  de  coordonnées  polaires  dh  et  0',, 

sinO'i        /  I  I  \    •    0/         Cl        cos^O'i 

(33  )  dk  =  — .  ^,  .      ,  .    ^,  ^,       as, 

.   //co'^Qi     ,    s.nO'.y  ^     /s.nO-,     ^    ros6;y 

ds  étant  une  fonction  quelconque  de  Q,  et  par  conséquent  de  H\. 

Sous  cette  forme,  on  voit  aisément  que  dh  s'annule  dans  la  di- 
rectioii  des  trajectoires  orthogonales  des  lignes  de  courbure  an- 
gulaires, ainsi  qu'on  pouvait  le  prévoir. 

Nous  donnerons  ultérieurement  à  ce  lieu  une  forme  plus 
simple. 

29.  Problème  II.  —  Conoïde  de  striction  axiale.  —  Propo- 
sons-nous maintenant  de  trouver  le  lieu  des  perpendiculaires 
communes  à  MN  et  à  M'N'. 

Soit  ^' la  distance  au  plan  T,MTo,  mesurée  dans  le  plan  pro- 
jetant NMV,  de  la  perpendiculaire  IK. 

Nous  partirons  des  relations  évidentes  (n"  8) 

_,__ivrp__  _  {^ 

^  ~~         dt    ~  ri 

4-  désisrnant  la  courbure  normale  relative  à  la  direction  MT. 

En  exprimant  cette  courbure  au  moyen  des  angles  8',  et  0'^  par 
les  formules  (5i),  on  trouve 


—  désignant    la   Cdurburc    normale    relative    à    la    direction  MV 

pseudo-conjugu('r  de  MT. 

Cette  équation  rcprc'-sente  le  lien  demandé. 

En  cliercliani  par  la  UM'lliodc  ordinaire  les  xidcuis  limites  de  ;'. 


*0 


—   (w    — 
un  trouve  (|ircllcs  soiil  (()iiriii(!s  j);u'  l'cqualion  (|ua(hi>li(|ii(' 


(  V-.) 


)  L'-i         '-i        Vpi         p-i/  J 

'  L'-i'-2       4  \pi       ?./  J 


Celle  que  donne,  pour  le  même  objet,  M.  Kummer,  daus  sa 
Tk(''orie  gém^rale  des  systèmes  vectili g  nés,  bien  (|u'(Vjui\aienLe  à 
la  précédente,  est  moins  simple;  car  elle  renferme,  comme  élé- 
ments surabondants,  les  déviations  verticales  relatives  aux  lignes 
coordonnées.  Elle  peut  s'écrire,  en  efiet,  ainsi 


»'ïe| 


L/'t/'j     4  Vp,      P2/  J 


Cette  équation,  avons-nous  dit,  est  équivalente  à  la  notre  (55), 
comme  on  peut  le  vérifier,  en  s'aidant  des  relations  suivantes,  fa- 
ciles à  établir  : 

• =  -r—f  \  — — w r-77  )  =  k  sin6, 

cos(t^i,  v-i)  _       I       r  '    /   '  cosOX  1    /  I  cosOyi 

v^vt       ~sin2e[7^Vp;        r\  /      p';  V/^       pT/J' 

Lorsque  0  =  -,  la  somme  (  p^  H~  T?r)  relative  aux  plans  ])rinci- 

paux  est  nulle  et  l'on  a,  au  lieu  de  l'équation  (54)?  les  axes  de 
l'indicatrice  servant  d'axes  de  coordonnées, 

cos-6',         sin"-f)'i  I 


r';r;     v\v\)  r;  r; 


Mais  l'invariant     ,     „  —  „„     „  peut  être  remplacé  par  l'invariant 
„   ,„   relatif  aux  foyers  (n°  22);  on  a  donc,  pour  le  maximum  :;',  et 

/i    ./s 

pour  le  miiiiniuni  z-.,  (R!,  étant  supposé  plus  grand  que  IV^), 


-'  _  O;.^'/.         .-  _  ''f  ''h 
"'--rT'       ^^""rT 


(jCS   formules  nous  paraissent  plus  simples  que   toutes  celles  (jui 
ont  été  présentées  jusfju'ici,  à  notre  connaissance  du  moins. 
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30.  l'iîoui.ÉMi,  111.  —  Sd/fffce  (l  un  pinceau  circuniaxial  de 
pseuclo-norinales.  —  Il  nous  roslc  à  Ironvcr  l'éqnalion  de  la  sur- 
face gauclie,  lieu  des  pseudo-normales  M'N'. 

En  représentant  par  d^^  dr^  el  ^  les  coordonnées  courantes,  et 
cela  à  cause  du  peu  d'écart  des  droites  M'N'  par  rapport  à  la  ver- 
ticale MN,  on  aura,  pour  les  équations  de  l'une  quelconque  d'entre 
elles,  les  axes  étant  supposés  obliques  sur  le  plan  des  XY, 

•    rf:sinfl  —  ds  %\w^-y  ^rsinf)  —  of*  sinOi  X, 


fAsinOj — ds  ?,\x\.^ï        o?À  sin6',  —  c/ssinOi        z 

En  supprimant,  dans  ces  Irois  dénominateurs,  le  facteur  com- 
mun M'P  ou  (/scoso)  qui  s'v  trouve  impliqué  sous  les  formes 
équivalentes  <f/5sin(Bo — H'.,)  et  ds  sin{H\ — ^0,),  il  vient 

d^  sinO  —  ds  sin  62  _  dr^  sin  6  —  ds  sin  0]  _  ll,ds 
—  COS62  cosO'j  — v' 

puis,  finalement,  au  moyen  des  formules  (5o)  : 

de,  —  dsi 

cos6  \ 

dsi) 


l  I         cos6\    ,          /  I         cos6  \ 
( -]dsx^[^ 


dti  —  ds=. 


cos6\    ,  /  I         cos6\    ,  — siii-f) 

—  W/.ïi  + )  ds.-, 

^1     /  \'2  9%    I 

On  en  tire 

/      ,      r        ::    /  I      cosO\i  .,       ^    /  i      cosO\  , 

\      l*  sin'»Vp,  r,    !  I  sin'eV'-,  f\    /J 

en  posant 

S'"-"\''i'"2       P1P2/       sin^dlr,       /•,,        \p,       p,./  J 

ou  bien  (4^) 


Il  n'y  aura  plus  qu'à  substituer  ces  trois  expressions  dans  l'é- 
(|Miition  V„(d.s^,  f/s-i) -^^  o  dv  la  directrice  donni-c  pour  avoir,  dans 
cliacpie  cas.  la  surface  du  |)inceau  (•()rr('S|)ondanl. 
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Les  secliuns  lioilzoïilalcs  de  lels  pinceaux  de  droites  jouissent 
de  cette  propriété,  que  le  rapport  de  leur  aire  à  celle  de  la  direc- 
trice plane  donnée  est  éj^al  à  Ajj^;  mais  cette  propriété,  toute  re- 
marquable qu'elle  est,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème 
général  que  nous  établirons  à  la  (in  de  ce  paragraphe. 

Supposons  (pie  la  directrice  soit  le  cercle 

ds'l  -4-  ds'l  =  ds-, 
ce  (pii  suppose  ^  =  - -,  la  surface  du  pinceau  correspondant  sera 

et  l'on  vérifie  aisément,  pour  l'aire  Ar,  que  l'on  a  bien 

-^^-  =  A   . 

TT  dS'  ^' 

Le  cône  des  directions  asymptotiques,  qui  est  le  cône  directeur 
du  pinceau,  ayant  pour  équation 

\.'"-2  P-2/  \pl  ''l   /  \fi'i  PlP-2/ 

l'aire  a^  de  sa  section  par  le  plan  ;  =  ^  donnera  de  même,  com- 
parée au  cercle  directeur, 


izds^  \i\i\^        P1P2/ 


et,  si  l'on  pose  ^  =  15  ce  rapport  sera  égal  à  A',  [)ropriété  connue 
(n"  5,  Application). 

31.  On  peut  se  demander,  comme  développement  de  la  ques- 
tion présente,  si  la  surface  d'un  pinceau  est  susceptible  d'être  en- 
gendrée, dans  tous  les  cas,  par  le  mouvement  d'une  droite  s'ap- 
puvant  sur  une  courbe  infinitésimale  plane  et  sur  deux  droites 
obliques  entre  elles  et  parallèles  au  plan  de  la  courbe. 

Pour  le  reconnaître,  reporlons-nous  aux  formules  (4'^)-  ^i  i'o^i 

V  fait  0  =:  -  ,  -TT  =  -^7  =  o,  il  vient  l!,  =  Ro  et  X.^  =  R, ,  ce  qui  est  le 

■*     Pi         ?2 

cas  des  vraies  normales,  s'appuvant  toujours  sur  (.leux  droites  rec- 
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tangiilaires    pai'allèles    aux    langenles    des    sections    principales 
(Sliirm). 

Mais,  dans  lout  ce  travail,  le  §  XH  excepté,  nous  avons  supposé 

que  —  j^  -v>  d'où  l'on  voit  que  v,  et  C^  ne  peuvent  devenir  siniul- 

tanément  constants  que  de  deux  manières  :  ou  bien  parce  que  m 

et  —  sont  eux-mêmes  constants,  ou  bien  parce  nue  les  coefficients 
m  '11 

de  ces  quantités  sont  nuls. 

1°  Si  m  est  constant,  le  pied  de  la  pseudo-normale  M'N'  par- 
court l'élément  fixe  MAI'  ou  ds  et  le  lieu  de  cette  génératrice  doit, 
a  priori,  être  un  paraboloïde  hyperbolique. 

EfFectivement,  les  équations  de  M'N'  pouvant  s'écrire,  dans  le 
cas  le  plus  général, 

''==(- s)*" 

ih^   =    (  '  —    r'-  )  <^*"2  • 

on  en  déduit,  pour  le  cas  présent,  le  paraboloïde  hyperbolique 

(58;  ^,_ljrf,^=,,„(^,_^^rft. 

2"  Si  les  coefficients  de  m  et  de  —  >  dans  les  équations  (Ao)^ 
sont  nuls,  (;'est  que  l'on  a 

"ï  =4  =cosO, 

?-2 


(  5y  ) 

p'i 

ce  qui  entraîne 

■C,  =  r",. 

l.=  r\, 

.             d\ 

dsi  =   -y 

--(:-m-K)' 


ds-2  =  '-y-  ; 


I  — 


d'où  l'on  voit  (|ue,  dans  ce  cas  du  moins,  le  lieu  est  produit  par  le 
mouv<;mçnt  d'une  droite  s'appuyaut  sur  la  directrice  d()nnf''e  et 
sur  les  (li'oites  (.r  =  o,  3  =  r\  )  et  (  )'  z=  o,  z  =  r\)  rcspeeti\(iueiit 
situc'-es  dans  les  plans  des  coord()un(''es.  Or  il  est  aisé  de  prouver 
(pic  CCS  ])lans  ne  sont  actuellement  autres  (pie  les  plans  focaux. 
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1^11  rll'el,  les  condiliuns  (^;j()  )  |)(nin<)iil  s'écrire 

I  cosO 


On  en  conclu l  (  a.'i) 


I  cosO 


r      _     I 

"0,1  ''»,2 


Ainsi,  les  courbures  d(î  fronl  lelalives  aux  lignes  coordonnées 
sont  nulles.  Les  axes  OX  el  0\  sont  donc  tangents  aux  lignes  de 
courbure  obliques  du  système,  ce  qui  démontre  la  jiropriété. 

II  devient  dès  lors  nécessaire  de  remplacer  dans  nos  dernières 
fonnidcs  r'\  et  r".,  par  r]^  et  //^  et  fj  par  3?,  qui  désigne  déjà  l'angle 
des  plans  locaux. 

3i2.  Venons  enfin  au  théorème  que  nous  avons  annoncé  (n°30). 

Théorîimk.  —  Soient  deux  courbes  fermées  Fo(-^%,>')  ^^  °  ^^ 
.1'o(-^i,v)  =  o,  situées  dans  un  même  plein  Oy  et  rapportées  à  des 
axes  obliijues  d'angle  fj  pris  dans  ce  plan. 

Supposons  que  les  aires  A^  et  -l.o  de  ces  courbes  soient  égales  et 
considérons  les  deux  surfaces  représentées  par  les  équations 


dans  lesquelles 


D 


M     N 
P     Q 


(Ô 


et  où,  Taxe  des  z  ayant  une  direction  quelconque,  les  coefficients 
M,  N,  P,  Q  et  011,  X,  'J.\  ;^sont  des  fonctions  continues  de  cette 
variable,  telles  que,  pour  ^  =  o,  on  ait  les  valeurs  correspon- 
dantes 

Mo    =  Qo  =  Do  =  ,    I  I   No  =  Po  =  o, 


le  rapport  des  aires  des  sections  faites  dans  ces  deux  surfaces 

D 


par  un  même  plan  parallèle  au  plan  donné  est  égal  à 
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Coupons,  en  effet,  la  première  surface  par  le  plan  ::  =  Î!^  el  dé- 
signons, pour  un  instant  par  ^',  r/  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  section  produite. 

La  différentielle  de  son  aire  aura  pour  valeur 

f/Ar=  i(JV/T/-r/f/î')sin6; 
or,  à  cause  des  relations 


M^'-t-Ny/ 
D 


D 


ceci  revient  à 

f/Ar  =  ^D(x  dy  —y  dx)  sinO  =  D  dki- 

On  en  conclut,  en  supposant  la  constante  nulle, 


Ao 


D; 


mais  la  seconde  surface  donnera  à  son  tour 
et  puisque,  par  hypothèse,  A  =  .lo,  on  a  donc 


Ai 


D 


C.  Q.   F.   D. 


n 

n 

n  = 

m 

n 

P 

q 

}> 

«1 

Corollaire  l.  —  Soient  m,  n,  p,  q,  lll,  11,  f),  i]  les  ternies  qu'il 
faut  prendre  dans  les  fonctions  de  z  correspondantes  pour  con- 
stituer les  cônes  des  directions  asymptoliques  respectifs,  ces 
termes  étant,  comme  on  le  sait,  ceux  du  degré  le  plus  élevé  lors- 
qu'il s'agit  de  fonctions  algébriques.  Si  l'on  pose 

d  = 

les  équations  des  cônes  considérés  pouvant  s'écriie  généralement 

Imx-^ny     p.r-l-q)'\                    _-    Ixwx-^-wy     )^n-^i\y\ 
!•„  y ^î ,  ^p- j  =  o  .u  (  p^.'  ^-- j  =  o. 

il   suit  de  la   démonslralion    j)récédentc   (jue   le  rap[)orl  des  aires 

des  sections  j)roduites   dans  ces  cônes  par  le  plan  c  =  s  <"^'  égal 

,   (1 
a  -  • 
II 
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(Corollaire  II.  —  Prenons  deux  surlyces  réglées  ayant  pour 
généralrices,  l'une,  un  syslème  de  pseudo-normales  relatives  àTin- 
dicalrice  de  la  surface  F(j,  (n"  19),  l'autre  un  système  de  vraies 
normales  relatives  à  l'indicatrice  de  la  surface  Fv  (n"  !22),  leurs 
directrices  planes  res|)eclivcs  étant  supposées  à  aires  égales.  Cou- 
pons les  deux  surfaces  par  le  plan  :;  =  î^;  il  résulte  du  théorème 
précédent  que  l'on  aura 

proportion  dans  laquelle  on  a  posé  (  n"  30) 
^^^  Ji_/_j ^\ 


O     /     i  s      \  ^      /  I  I  cosO 


v/?i  ?"î 


ou  bien 


t) 


1^' 


Av=(l-    ^ 


Hv,/  \        Rv, 

-TT'  — -  étant  les  courbures  normales  des   lignes  de  courbure  obli- 
ques,  et  — ^ ,  --7-  les  courbures  normales  principales  de  la  surface 

Fv  au  point  M. 

Lorsque  Q  :i=  -,  on  voit  que  ^^.=  A^  Donc  aussi  A^=  .A-ç,  pro- 
priété remarquable  qui  n'appartient  qu'à  ce  cas. 

Quant  aux  cônes  directeurs,  comme  le  rapport  des  aires  des 
sections  faites  dans  chacun  d'eux  par  le  plan  ^  =  Z,  à  l'aire  com- 
mune des  directrices  planes  est  égal  à  Kjj.^-,  dans  tous  les  cas, 
ces  sections  sont  équivalentes. 

Cas  particulier.  —  Lorsque  les  équations  (Co)  sont  de  la 
forme 


I  —  /  \  I—  —   1 


elles  représentent  deux  sufraces  réglées  produites  par  le  mouve- 
ment de  deux  droites  s'appuvani  respectivemcnl  sur  les  direclrices 
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])lanes  Fi,  el  cTo,  et  sur  deux  parallèles  au  j)lan  cotumun  de  ces 
courbes  (  n''  31).  Comme  le  théorème  est  applicable  à  cette  caté- 
gorie de  surfaces,  il  l'est  aussi  aux  pinceaux  de  pseudo-normales 
à  lignes  de  couihuve  réelles  qui  rentrent  toutes  dans  ce  tvpe. 

33.  -^ous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  remarque  sui- 
vante : 

La  pseudo-normale  M'N'  est  une  génératrice  commune  à  trois 
])araboloïdes  hyperboliques  ajant,  pour  l'un  de  leurs  plans  di- 
recteurs, les  plans  des  xy.  Le  premier  de  ces  paraboloïdes  (58) 
qui  contient  l'axe  des  :;  a  son  équation  à  coefficients  réels  ou  imagi- 
naires, selon  que  les  lignes  de  courbure  obliques  sont  réelles  ou 
imaginaires.  Quant  aux  deux  autres,  qui  passent  respectivement 
par  les  horizontales  (W;:=r/i-,,  s  =  o)  et  (f/r,  =  t/^o,  C  =  ")'  ^^^ 
sont  toujours  réels  :  seulement  ils  dégénèrent  en  deux  couples  de 
plans  sécants  lorsque  les  lignes  de  courbure  sont  réelles. 

XIV. 

Étude  nouvelle  des  foyers  et  des  plans  focaux. 

3i.  L  Transformation  préalable  de  nos  principales  for- 
mules. —  Examinons  d'abord  ce  que  deviennent  nos  plus  impor- 
lanles  formules,  lorsqu'on  prend  pour  plans  des  ZX  et  des  ZY  les 
plans  focaux  du  système  donné,  lesquels  sont  supposés  faire  entre 
eux  l'angle  aigu  ?j. 

Il  suffira  d'introduire,  dans  chacune,  les  conditions  (  5()). 

D'après  cela,  la  première  courbure  de  proiîl  (i5),  et  la  première 
courbure  de  front  (i6)  devront  s'écrire,  en  posant  I^,  -f-  .rr^^  .^, 

l   — ;r~  =  ; —  sni;j2+  — n — '  sin;Ji, 


1  sin;j        /  I  I  \    .    ^      .    r- 

I  =  (  ~^ rr  )  sin.:Ji  srn;J2j 

1      ''0  \rf^         VfJ 


ce  qui  généralise  les  formules  d'Euler  el  de  AL  Bertrand. 

De  même,   la  déviation  verticale  prendra,  entre  autres  formes 
{xnàr  2i"'),  la  suivante 

.    .  sin*37        sin^lJi        sin^STj  siiiETi  sin37e        r- 

('"^  ~r,r~  =  — ^i — ' ~2 — *~  ^  — ^"^^ —  '■■''^•^' 
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el  ses  composantes  génrralcs  (:>.;">'")  et  (  •-'.^)"  )  pouiToril,  lotit  spécia- 
lement, s'écrire,  à  cause  de  'Ç^  =  /•/•  et  Ç-2=^  //,, 

/         sinSi"        cost    .    r.         cos('X!i-h  i)    .    r-         cos(3'2 — i)    .    ^ 

(63,      .^    .^^       .  :^'  .     "   .  :'^  . 

sinJ        sint     .    ^         sin(;Ji-|-t)     .    ^          sm(Jo — i)    .    r- 
—  -  —  sin;?  —   jr- —    siii3'2 i^ ■  sin;Ji. 

Quant  aux  lignes  pseudo-eonjuguées  (4^')  <^^|ni  se  coupent  sous 
l'angle  i,  leur  équation  deviendra 

cosj   ,,      rcos(3'-i-i)        cos(2r — i)!    ,      ,         cosi   ,„ 

—  „-  ds\  +     ^, H —r, dsn  ih-i-i —  ds?,  =  O, 

et  ainsi  de  suite. 

35.  II.  Propru'tés  diverses.  — ■  i"  L'équation  de  la  ligne  de 
striction  axiale  (53)  se  transformant  en 

(r"e  —  /■'/  )  cosS?',  cosSr', 
dk  =  ,        .  ,  \         ^,        t:'''. 

>J r'i^  cos'^3''2-f-  /y^  cos^â'j  —  a/y  /^^  cosS'i  cosSt'j  cosâ" 

il  s'ensuit  que,  taudis  que  l'arc  ds  tourne  autour  du  point  M,  le 
point /Y'/j'/'fc'iY'/i/rt^//' de  M.  Mannheim,  c'est-à-dire,  le  point  x  de  IK, 
tel  que  INlx  ^  v^  et  par  conséquent  tel  que 

I  '  .         v''- 

J  y.  =  /•  =  t»  siruo  —  1 

décrit,  en  projection  horizontale,  la  courbe 

(■/)  /•'  sinS'  =  (/v —  rj  )  cosSt'i  cosli'j  ; 

el  comme,  d'autre  pari,  on  a  aussi 

,         ds    .  dk 

1  •/.  =   —r   SI  u  to  =   — p  j 

fit  dt 

on  voil  (pie  le  Heu  obtenu  de  la  sorte  mesure,  par  ses  rayons  vec- 
teurs successifs,  la  variation  du  paramètre  de  distribution  des 
plans  centraux  des  pseiido-norinalies  MNM'jN'. 

2"  Quant  au  point  y  de  IK,  à  partir  duquel  on  aperçoit  con- 
stamment le  segment  focal,  r]-^ — /y,  sous  un  angle  droit,  on 
trouve  à  l'aide  des  relations 

^'sinS'  =  /y  siiiSr',  cosS".,  +  r'f,  s-iiiS'^  cosS?', . 
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(loiil  la  seconde  n'esl  que  la  formule  (54)  Iransforniée,  on  trouve, 
clis-je,  qne  le  lieu  que  ce  point  décrit  sur  le  plan  horizontal  est  la 
courbe 

(y)  r'-  sin^S'  =  ^.(/•J; —  ly^Y  siii2S''j  sin^Hr^. 

?>"  Lorsque  3^  -'  c'est-à-dire,  dans  le  cas   des  surfaces,   les 

deux  lieux  (x)  et  (y)  se  transforment  simultanément  en  la  rosace 
à  quatre  branches, 

/•'=  A(R2—  n,  isinaO',. 

4"  Si  l'on  cherche,  au  moyen  de  la  seconde  des  formules  (63), 
l'équation  duconoïde  que  décrit  l'horizontale  I/K^  (Jig-  4)  durant 
la  rotation  de  l'arc  ds,  on  trouvera 


;-  +  -fj  -  -f-  2  \f,  cosXj    _    ^^         r  si  n  (  Sr  -4-  i  )     i 


sin(S7  —  i)     I    I  .  r.- 

^^ — -. -TT      z-r,  -H  -V 


SI  II  t  rf\  I  '  /• 

Le  conoïde  décrit  par  l'horizontale  lyKy  peut  s'en   dcduii^e  en 

changeant  i  en  / ^• 

Enfin,  on  peut  remarquer  que,  lorsqu'il  s'agit  d'une  surface,  le 
premier  de  ces  deux  lieux  géométriques  devient 

X2+Y2  \^  .   /     '  '     \  VV  Y2 

36.  IIL   Formule  cV Ilamilton.  —    Reprenons  la   valeur  de   z 
écrite  plus  haut.  En  annulant  sa  dérivée,  on  est  conduit  à  résoudre 

l'équation 

cos(S'',  —  Hr'o  )  =  o. 

Cette  équation  fournit  un  maximum  :;',   correspondant  à  la  di- 
rection - ^?  et    un  minimum  :;'    correspondant  à  la   direction 

^  —  .  . 

h  -  •  Donc  ces  valeurs  limites  correspondent  aux  plans  princi- 

paux  NMA,  et  JNMAo,  ce  que  l'on  savait  déjà  par  l'écpiation  (55). 
Du  reste,  ces  valeurs  niaxima  et  minima,  déduites  de  la  valeur 
générale  de  ::',  vérifient  le  système 

^'i  -t-  ^'-i  —  ''/",  "•"  '\i\  • 
r"i  —  /•/ 
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Ua|)|telaiil  (jiic  I On  a  aussi  (n"  29^ 

on  en  conclut 

-+-  z'.^  sin-  pT',  H ( -j^  —  S"  M  =  z\  cos-0',  -|-  z'.,  sin^O',. 

l'anyle   polaire   0,  clanl  coin[)lc   à  parlir  du  [)i"cinicr  plan   princi- 
pal J\M:V(.  C'est  la  formule  d'Hamilton. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  écrire  ces  relations  nouvelles 


37.  Comme  complément,  proposons-nous  aussi  de  fixer  les 
traces  horizontales  des  pseudo-normales  limites,  c'est-à-dire  de 
celles  qui  correspondent  aux  valeurs  limites  de  :;'. 

En  désignant  par  m,  et  m-i  les  coefficients  angulaires  des  rayons 
vecteurs  qui  aboutissent  à  ces  traces,  un  calcul  direct  donne  d'a- 
bord 


4        a 


/«l 

=-- 

— 

r 

T  tan; 

nii 

= 

r 

^cot 

Il  s'ensuit  que  ces  quantités  sont  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré 


'Y,  '■/; 

2    •      •^-  m  -+-  /•/;"  —  o. 


On  en  déduit  facilement,  pour  les  angles  que  les  deux  rayons 

vecteurs  font  soit  entre  eux,  soit  avec  la  trace  du  plan  principal  le 

plus  voisin, 

2rJ- /y       sin 2 2; 

tan"!  «Il,  //lo)  =  —  ,   „     '   • ,;  , ,  ^  , 

{r}-r}J^  cosSr 

tang(mi,Ai)  tang(A.2,  W2)  tang3r 


^1  -2  ilO.-';,) 

ce  qu'on  peut  vérifier  directement  par  des  considérations  géomé- 
triques analogues  à  celles  du  n"  9. 
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38.  1\  .  Formule  de  Kiunincr.  —  Son  extension.  — Considé- 
rons les  deux  j)lans  normaux  NiMJI,-  et  NMTy  dont  il  a  élé  (jueslion 
au  n"  12.  Ces  plans  interceplent  sur  la  pseudo- normale  M'N' 
{fig.  4)  un  segment  R/Ky  dont  la   projection   sur  ]M^   est  I/Iy. 

Soient  "Cii  et  ^y  les  deux  segments  partiels  Me  premier  positif  et  le 

second  négatif,  tant  que  l'angle  donné  i  satisfait  à  la  condition 

(.)  -h  /^  -  )  5  suivant  lesquels  le  plan  horizontal  T,  MTo  coupe  le 

segment  total.  Il  s'agit  d'évaluer  ^/  et  (^y  en  l'onction  de  l'angle 
constant  i  et  des  valeurs  maxiina  et  minima  que  prennent  ces 
deux  segments  partiels,  lorsque  MM'  ou  ds  tourne  autour  du 
point  M. 

C'est,  au  fond,  l'étude  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux  co- 
noïdes  co-segnientaires,  que  nous  avons  tait  connaître  dans  la 
quatrième  des  propriétés  signalées  au  n"  35,  qu'il  s'agit  d'opérer 
sommairement. 

A  cet  effet,  nous  partirons  successivement  de  cliacune  des 
équations  (63). 

i"  On  a  d'abord 

sini    .    ^         siiK^^i-i-t)    .    ^          sinlSr» — i)    .    ^ 
-;r-  sui;J  = sin.32 ^ sinJi. 

^'  '■/.  'A. 

Différentiant,  on  trouve  que  les  valeurs  limites  de  ^  correspon- 

dent  à  l'équation 

sin(2ri  —  S'j  -f-  t)  =  o, 

c'est-à-dire  aux  angles  2?,  —  '^^-\-  i^=.  o  et  i^,  —  ."B^o  +  /  =  tz. 
Soient  p^el  yr,  le  maximum  et  le  minimum  de  rr  >  il  vient 

sini    .    ^  sin2Î,(2r  +  t)        sin^kS^  —  ,:) 


^'  '/,  'J, 

sin  i    .    r-  fis'^  i  (  27  -t-  /)        cos"-'  i(?j  —  /') 

-— ;;-SniJ= = ; H =-\; ': 


d'où   \()n  lire 

1         cos2^(27  — i)        sin2-i(S'  — i) 


'■■'n  ^i 


y". 
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Siihsliluaiil  clans  l'i-xpiessioii  de  — >  en  ayanl  soin  de  rcmplacci- 

's/ 

les  produits  el  les  puissanees  des  lignes  trigonomélricpies  par  les 
sommes  (algébriques)  qui  leur  sont  équivalentes,  on  aura,  après 
rc'duetion, 

Mais,  si  Ton  prend  la  trace  MA,  pour  axe  polaire,  on  a 


donc 


i  \  ■}.         1 


C'est  la  célèbre  formule  de  Rummer  sur  les  segments  l'elatifs  au 
rayon  axial  d'une  congruence  élémentaire. 

2°  Considérons,  en  second  lieu,  la  première  des  équations  (63) 

COSl    .    ^          COS(25'i+?')    .     ^           cos(i.2 — i)    .    r- 
— — sin;3'=  ;; siii.^.)+  r, sin;7i. 

Ici  les  valeurs  limites  de  —  dépendent  de  l'équation 

COS(S'i  —  ^2 -h  t)  =  O, 

c'est-à-dire  des  angles  2», — ■  ^2+  i  =  —  -'  directions  perpendi- 
culaires à  celles  trouvées  dans  le  premier  cas. 

En  désignant  par  p-  le  minimum  et  par  p  le  maximum  de  rr-  et 

substituant  inversement,  si  l'on  veut,  les  sommes  algébriques  aux 
[)roduils,  on  trouve 

2         I  —  sin(2r — i)        i-i-sin(S'  —  i) 

-ir  —   ■ p 1 p > 

'/i  w  V 

2    _  I  +  sin(3' -T- t  )         r  —  sin(3' -+- f) 
d'où 
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et,  finalemenl, 

r  .  r'.  "*"  r". 

C'est  la  formule  complémentaire  de  celle  de  Riimmer.  qui  n'avait 
pas  encore  été  remarquée,  croyons-nous. 

39.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer,  en  terminant,  comment 
on  pourrait  parvenir  aux  mêmes  résultats  en  prenant  comme  point 
de  départ  la  formule  (58),  savoir  : 


(,-i)./,  =  ,n(,-^J</=. 


Il  suffit  d'observer  pour  le  premier  cas,  par  exemple,  que  r/ç  et 
dri  ne  différant  pas  des  coordonnées  horizontales  de  l'extrémité  K, 
de  I/K/,  on  doit  avoir 

_  dSî  _  sinS'i  dt\  _  sin(2ri-t-i) 

dsi        sin&2  d\         sin(3'2 — i) 

Faisant,  après  cela,  ^  =  ^,,  J^,  = /y^  et  t^o=/y,  afin  de   prendre 

pour  plans  des  coordonnées  les  plans  focaux,  on  retombera  sur  la 

seconde  des  formules  (63). 

Pour  le  second  cas,  il  faudra  remplacer  /  par  i  —  -  dans  le  rap- 

dr 
port  -^  ,  poser  ^  =^  X^j  avec  ^,  =  r}^  et  S2=  >'"i\i  et  ces  hypothèses, 

introduites  dans  l'équation  (58),  feront  obtenir  la  première  des 
formules  (63).  Les  calculs  s'achèveront  ensuite  comme  précé- 
demment. 
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Sur  l'identité  des  péni/n'arianls  des  formes  binaires  avec 
certaines  fonctions  des  dérivées  unilatérales  de  ces  formes  ; 
par  M.  R.  Peuiuiv. 

(Séance  du  21  décembre  1887.) 

1.  Dans  un  travail  récent  ('),  INI.  Ililbert  a  établi  que  tout 
covariant  ou  invariant  d'une  forme  binaire,  écrite  avec  une  seule 
variable  non  homogène,  peut  s'exprimer  en  fonction  de  cette 
i'orme  et  de  ses  dérivées  unilatérales  (c'est-à-dire  prises  [)ar  rap- 
porta cette  variable  unique);  et  que,  réciproquement,  toute  fonc- 
tion homogène  et  isobarique  de  la  forme  et  de  ses  dérivées  uni- 
latérales est  un  invariant  ou  un  covariant  de  la  forme,  pourvu 
qu'elle  satisfasse  à  une  certaine  équation  difierentielle. 

Cette  propriété  est  particulièrement  curieuse  en  ce  qui  con- 
cerne les  invariants,  car  chaque  in\arianL  fournit  ainsi  une  fonc- 
tion de  la  forme  et  de  ses  dérivées,  d'où  la  variable  disparaît 
d'elle-même.  M.  Ililbert  a,  d'ailleurs,  indiqué  l'existence  de  théo- 
rèmes analogues  pour  les  s^'stèmes  de  formes  binaires,  ainsi  que 
j)our  les  formes  ternaires,  quaternaires,  etc.  Mais  il  ne  paraît  pas 
avoir  remarqué  que  les  péninvariants,  tant  des  formes  binaires 
que  des  formes  à  un  nombre  quelconque  de  variables  et  des  sys- 
tèmes de  formes,  jouissent  de  propriétés  tout  à  fait  semblables, 
ainsi  (jue  je  me  propose  de  le  montrer. 

^.   (Considérons  d'abord  une  forme  binaire  unicpie  _/",  écrite  sous 

forme  non  homogène, 

.                                  ,       n(n  —  I  ) 
(I  )  /  =  ao.r"-h  na,x"-^-\ a<,x"-^-\-  . .  . -^-  a„. 

\  .JL  ' 

Soient  /',,  /o,  ,.  .,.//,  SCS  d  rivées  successives.  On  a  i(lenli(jue- 
mcnl ,    |)oni'  p  z^  o^  1  ,  .  .  .  ,  /?, 

n  !  X  t'^  -tI' 

(  >■  )       ~  ^,,—  J„ .,, ///-/>+ 1  -i r  fn-n+i  —  . . .  -)-  C  —  I  )''  -7  /// . 

!>.  I  ■>.  ;  j>\ 

pourvu  que  l'on  convienne  que /„=  /  el  o!  =  i. 


(-' )   l'chcr  oiiir  Ihirsli-lhing.swcise  dcr  iin'uridnlcn   Gcliildc  ini   himircn  For- 
nieiii^cbictc  (  Atfil/icnui/ixc/ic  AiimtUii.  I.  \\\;  iS'^!;). 
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En  elTcl,  prenons  la  dôrivéc  lolale  du  second  membre;  puisque 
y,,^,  =  o,  les  termes  obtenus  se  détruisent  deux  à  deux  :  ce  second 
membre  a  donc  une  valeur  indépendante  de  x^  et  l'on  reconnaît 

iinmédialcmeiit,  en  ("aisant  j;  =  o,  que  celle^valcur  est  bien  '-■  (i„. 

p  ■     ' 

Désignons  maintenant  par       '' la  dérivée  partielle  de  a  p,  prise 

en   considérant   les    quantités  f  comme  constantes.   La    relation 
idcnti(pie  (2)  donne 

n !  da,,  _  x  x'^  n\ 

p  !     <lx    ~~       J i^-P+l  +  ~  J'i-p+l—  —^J n-p+i  -+-... 


p  —  i 


et,  par  suite, 

dx 


(3)  TTf  =-/'«/' -1- 


Soit  enfin  v  un  péninvariant  quelconque  de/,  écrit  en  fonction 
de  «oj  «1,  •  •  .,  «/o 

Remplaçons  dans  l'expression  de  ce  péninvariant  <7o,  «1,  .  .  . ,  <7« 
par  leurs  valeurs  respectives,  tirées  de  (2),  en  fonction  de  x  et 
des/.  Je  dis  que  la  variable  x  disparaîtra  d'elle-même  du  résultat. 
Il  suffit,  pour  l'établir,  de  montrer  que  la  dérivée  partielle  de  r, 
prise  par  rapport  à  x,  en  traitant  les  /  comme  des  constantes, 
sera  identiquement  nulle.  Or  cette  dérivée  partielle  sera  évidem- 
ment 

dv   _    ds^  cla^         dr^   doj^  do    da„ 

dx        dn(:i    d.r    ~^  da ,    d.r   ^  '  '  "        fia^    dx  ' 

ou,  en  vertu  de  (3), 

, ,.       dv  l        do  do  do  do  \ 

Mais  l'évanouissement  identique  du  second  membre  de  (4)  est 
précisément  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  o  (sup- 
posée, bien  entendu,  homogène  et  isobarique)  soit  un  péninva- 
riant de  / 

Dès  que  x  doit  disparaître  du  résullat,  il  est  clair  qu'on  ob- 
tiendra l'expression  du  péninvariant  (^  en  fonction  de  /",/,  .  .  .,  /'„. 
en  remplaçant  simplement  dans  cp   chaque   coel'ficicnt  Op  par  le 

premier  terme  de  sa  valeur  tirée  de  (2),  c'est-à-dire  |)ar  ^-\  f„^p- 


—  Si  - 
Dès  lors,  l'équalion  difléreiiLielle 

(5)  «o^^^+'^«.  ^^^--t-...  +  n«.-.  ^^^-=0  ou  J^=o, 

qui  définit  les  péninv-ariants  comme  fonctions  de  a^,  «o  •  •  -i  de- 
vicnl,  lorsqu'on  les  rei^arde  comme  fonctions  de  /,/,,... , 

(6)  fr-jf-^fi  TiT  ^/3  ./ /•   -^  •  •  •  +/" 


Réciproquement,  si  une  fonction  homogène  et  isobarique 
iti^fyf^,  .  .  'ifii)  satisfait  à  la  condition  (6),  la  fonction  des  «,  ob- 

/i  ' 
tenue  en  remplaçant  fp  par '—^  ct„_p,  satisfera  à   la  condition 

(5)  et  sera,  par  suite,  un  péninvariant  de  y,  et  ce  péninvariaut 
donnera  bien  'It  lorsqu'on  y  remplacera  les  a  par  leurs  valeurs  com- 
plètes (a)  en  fonction  des  y  et  des  x.  Nous  pouvons  donc  dire  : 

Théouème  I.  —  Tout  péninvariant  [coefficient  de  la  plus 
limite  puissance  de  x  dans  un  covariant)  ou  invariant  cV une 
forme  binaire  f  est  identique  à  une  fonction  de  f  et  de  ses 
dérivées  unilatérales  f^,f^^...^fn  {c' est-à-dire  prises  par  rap- 
port à  la  seule  variable  x)^  satisfaisant  à  l'équation  (6*);  et, 
réciproquement,  toute  fonction  Jiomogène  et  isobarique  de  f  et 
de  ses  dérivées  par  rapport  à  x  qui  satisfait  à  l'équation  (6) 
est  identique  à  un  péninvariant  ou  à  un  invariant  de  f.  Le 
passage  d'une  expression  à  l'autre  s'obtient  en  échangeant 

dp  et       ^Jn_p. 


ni 


3.    Si,  au  lieu  d'un  péninvariant,  nous  avions  pris  un  covariant 

^v  =  o(  jr,  ^0,  ('i <■'/(!< 

nous  aurions  élé  conduit,  en  suivant  la  mémo  mar(du',  à  la  relation 

au  lieu  de  la  relation  (A)\  -~  (''liiiil   la  d 'iiv<'-c  piiilieile   de  'J   tiar 

rapport  à  .r,  pri>-e  en  Irailant  le>  a  comMU'  des  ((uisliuilcs.  Mais, 
eu  Ncriii  de  l:i  propriété  Ineii  coiiinK.'  (pie  !\I.  C-avley  a  même 
adoiilée  comme  deliii  il  loii  des  eox  ;iii;iiil  s.  !<•  second  iiii'ml)re  de  (  -  ) 
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est  idenliquemenl  nul  :  (V  ne  conlieridia  dont;  explicitement  que 
fif\^  ..  'ifn,  et  non  plus  x.  Dès  lors,  |)Our  obtenir  l'expression 
d'un  covariant  en  fonction  des  y,  il  suKit  d'y  supposer  ^  =  o,  ce 

qui  le  réduit  à  son  dernier  terme,  et  de  remplacer  cip  par  -^^  f„_p  ; 

comme  le  dernier  terme  se  déduit  lui-même  du  péninvariant, 
source  du  covariant  considéré,  par  la  permutation  de  a^  avec  an, 
«,  avec  On-Ki  •  •  •  (^11  signe  près,  toutefois,  s'il  s'agit  d'un  cova- 
riant gauche),  il  suffit,  en  définitive,   de  prendre  le  péninvariant, 

source  du  covariant,  et  d'y  remplacer  ctp  par \     fp-  L'équation 

différentielle  (5),  à  laquelle  satisfait  ce  péninvariant,  devient,  par 
l'effet  de  cette  substitution. 

Telle  est  bien  effectivement,  en  tenant  compte  de  la  différence 
des  notations,  la  relation  trouvée  par  M.  Hilbert  comme  condition 
nécessaire  et  suffisante  j)Our  qu'une  fonction  homogène  et  isoba- 
riquedey  et  de  ses  dérivées  unilatérales  soit  un  covariant  àef. 

On  peut  réunir,  dans  l'énoncé  très  simple  que  voici,  le  résultat 
de  M.  Hilbert  et  celui  que  nous  avons  obtenu  plus  haut  : 

Thko«î:me  II.  —  Si,  dans  un  péninvariant  de  la  forme  bi- 
naire f^  on  remplace  chaque  coefficient  ap  par  —^  fn_p,  on  ob- 
tient l'expression  de  ce  péninvariant  en  fonction  de  f  et  de  ses 
dérivées  unilatérales  ftifi-,  •  -  -ifn'i  cette  expression  satisfait 
à  l'équation  (6).  Si  Von  remplace,  au  contraire,  chaciue  coef- 
ficient ap  par  —  ,     fpi  ^^  obtient  [au  signe  près)  l'expression 

en  fonction  de  f  et  de  ses  dérivées  unilatérales  du  covariant 
complet  dont  le  péninvariant  donné  est  la  source,  et  cette  se- 
conde expression  satisfait  à  l'équation  (8).  Pour  un  invariant, 
les  deux  substitutions  conduisent  au  même  résultat  [au  signe 
près),  et  Vexpression  obtenue  satisfait  à  la  fois  aux  équa- 
tions (6)  et  (8). 

Réciproquement ,  toute  fonction  homogène  et  isobarique  de  f 
et  de  ses  dérivées  unilatérales  est  un  péninvariant  de  f^  si  elle 
satisfait  à  la  condition  (6);  un  covariant,  si  elle  satisfait  à  la 
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condition  (8);  un  invarianl  si  elle  satisfait  à  la  fois  aux  con- 
ditions (G)  et  (8). 

4.    Considérons  maintenant  une  ('qualion  dilTércnlielle 

(9)  F'7.7''j"r  •••>j'"')  =  o. 

où  r  est  une  fonction  inconnue  de  la  variable  jc,  laquelle  ne  figure 
])as  explicitement.  Supposons  que  F  satisfasse  à  la  condition  (6), 
c'est-à-dire  qu'on  ait  identiquement 

(10)  r       , hr     -y— ;   -I-  .  .  .  -f-  >'*'"   -J-; TT   =  <>  OU  -—=0. 

'      -^    dy      -^    dy  ^       <:(k'"^"  d^ 

(jomme,  d'autre  part,  on  a,  en  différentiant  (9), 

,  d?         „dF  ,  ,      dV  .     .,    d¥ 


dy       ■"    dy' •"       dy^'^-ii       •"  dy^"^         ' 

il  vient  simplement,  en  remarquant  que  F  contient  j>'^"'  par  hvpo- 

1  <  d¥  1.1 

tnese  et  que  -1——;  ne  peut  donc  être  nul, 
cly 

yt.n+1)  _  o, 

ce  qui  signifie  que  j'  est  de  la  forme  parabolique 

(11)  j' =  Ao-H  AiJ"-h..  .-+- A„jr". 

Mais  alors  le  théorème  I  nous  apprend  que  F  est  identique  à  une 
fonction  des  péninvariants  àe  y  considérée  comme  forme  binaire, 

fonction  facile  à  obtenir  en  remplaçant  dans  F  j^^^'  par '■ — ^  a,i_p, 

c'est-à-dire  pary?!A^;  il  suffit  donc  d'égaler  à  zéro  cette  fonc- 
tion des  péninvariants  pour  que  l'expression  (11),  où  il  reste  n 
constantes  arbitraires,  satisfasse  à  l'équation  (<))  et  en  soit  l'in- 
tégrale générale.  Nous  obtenons  ainsi  ce  théorème  : 

TuÉouk.ME  III.  —  Si  une  équation  différentielle  d'ordie  n, 

oit  la  variable  ne  figure  pas  explicitement,  admet  l'intégrale 
générale  parabolique 

y  =  Ao  -t-  A  iJ"  -(-...  H-  A„x", 
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la  reldlion  (jui  lir  les  n  +  i  arhili-aircs   cal  siniplemeul 

F(Ao,  A,,...!A,,;i!A:„...,//!A„)  =  o. 

Réciproquement,  si  dans  la  foi-nie  binaire  générale  d'ordre  /?, 
écrite  avec  une  seule  variable  non  homogène,  on  suppose  don- 
née une  relation  entre  les  coefficients  et  qu'on  calcule  l'équa- 
tion dijfcrentielle  du  /^''?'«''  ordre  à  laquelle  satisfait  la  forme 
après  élimination  de  tous  ses  coefficie/its,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  cette  équation  différentielle  ne 
contienne  pas  explicitement  la  variable  est  que  la  relation 
donnée  entre  les  coefficients  se  réduise  à  une  relation  entre 
des  pén invariants  (ou  invariants)  de  la  forme. 

Il  n'est  nullement  nécessaire  que  F  soit  homogène  ni  isobariquc 
par  rapport  ky  et  ses  dérivées. 

Soit,  comme  exemple,  l'équation  différentielle 

(12)  m{  iY"y''  —  y'"^  )"^  +  /j  (/'^  —  if  f  +  27/'^  f^q=o, 

où  m,  p^  q,  Cf.,  ^j  sont  des  constantes  quelconques.  Son  premier 
membre  satisfait  à  la  condition  (10).  Elle  admet  donc  pour  inté- 
grale générale 

j^=a-hbx-{-cx--\-  dx^  -+-  ex'*, 

les  cinq  arbitraires  a,  b,  c,  f/,  e  étant  liées  par  Téquation 

(i3)        9^y-'y-^in(Sce  —  3d'-)'^-h2^-^'^p(c'-—3bd^vj.ae)^-{-q  =0, 
comme  il  est  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier  directement. 

5.  Si  l'on  cherchait  à  intégrer,  par  un  procédé  analogue,  une 
équation  différentielle  dont  le  premier  membre  satisferait  non 
plus  à  la  condition  (10),  mais  à  la  condition 

(■4)  ny-j^^i(n  —  i)y  —-  -+- 0(^  —  2)7  ^^  +...  =  0. 

équivalente  à  (8),  pour  une  certaine  valeur  de  /î,  on  serait  con- 
duit à  prendre  pour  intégrale  une  forme  binaire  non  homogène 
du  /i"^^'"®  ordre  et  à  écrire  r -\-  i  relations  entre  les  coelficients  de 
cette  forme,  r  étant  l'ordre  de  celui  des  covariants  qui  est  de 
l'ordre  le  plus  élevé  parmi  ceux  dont  la  somme  est  identique  au 
premier  membre  de  l'équation  différentielle  donnée.  Le  plus  sou- 
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vcnl  donc  on  n'obtiendrait  pas  l'intégrale  générale;  il  pourrait 
inrmo  arriver  qu'on  n'en  obtînt  aucune. 

Soit  donnée,  par  exemple,  l'équation  difTérentielle 

(|5)  3^/'— 2j'2—  ^  =0, 

qui  ne  satisfait  pas  à  la  condition  (10),  mais  qui  satisfait  à  la  con- 
dition (i4)  pour  /i  =  3.  Posons  donc 

et  exprimons  (|ue  le  covariant  de  j-,  qui  est  identique  à  3  )'j'" —  ^y'', 
est  égal  à  ^,  quel  que  soit  .r.  La  source  de  ce  covariant  s'obtien- 
dra, d'après  le  théorème  II,  en  remplaçant  respectivement  i,  j/, 

3  !         3  ' 
y  par  C/01  r\^i\i  "i<''^2i  ce  qui  donne  iS(a(,a-2  —  «^)-  Ce  covariant 

est  donc  le  hessien,  et  les  relations  demandées  sont,  par  suite,  au 
nombre  de  trois,  savoir 

aoC/2— «f  =0, 
rto«:i  —  c'i  «2  =  o, 
«lOfs— «1       =r8'7- 

Mais  on  voit  sans  peine  que,  si  '/^o,  ces  trois  relations  sont  in- 
compalibles  :  il  n'existe  donc  pas  d'intégrale  de  forme  parabo- 
ii(pie.  Si  r/  =  o,  les  trois  relations  se  réduisent  à  deux,  savoir 


fil 

(1-1 

«3 

fl,> 

~  rtl 

a-i 

et  l'on  ohlienl  l'intégialc 

r  =  «o(•^•-+->o^ 

qui  renferme   deux    arbitraires  et  est  bien    l'inti-grale   générale, 
comme  on  le  savait  d'avance. 

Soit,  au  contraire,  l'équation  difTérentielle  du  troisième  ordre 

(16)  97^7'"  —  977>"  -t-  4y 3  =  o . 

En  appliquant  le  même  procédé,  on  est  conduit  à  annuler  les 
quatre  coefficients  du  covariant  cubique  de  la  forme  générale  du 
troisième  ordre;  d'où  cpiatre  conditions  qui  se  réduisent  à  deux, 
et  Ion  arrive  finalement  à  la  même  intégrale  que  pour  l'équation 
précédente;  seulement,  ici  ce  n'est  plus  qu'une  intégrale  particu- 
lière à  deux  constantes  arbitraires.  Et,  en  elTet,  l'intégrale  gêné- 
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raie  serait 

3 

y  =  {ax--{-  bx  -r-  c)- 

et  J'iiilégrale  particulière  trouvée  correspond  au  cas  où  ^-=  /lac. 
11  existe  d'ailleurs  des  équations  difTérenticlles  dont  le  premier 
membre  (ne  contenant  pas  la  variable)  satisfait  à  la  condition  (i4) 
pour  une  valeur  fractionnaire  ou  négative  de  n  et  dont  l'intégrale 
générale  peut  être  obtenue  en  posant  jk^  z^  et  disposant  conve- 
nablement de  a.  Ainsi,  l'équation  différentielle  des  coniques 

(17)  gy'2j>.v_  45yy"^.v^_  4oy"3=  o, 

lorsqu'on  y  regarde  y"  comme  la  fonction   cherchée,    satisfait  à 

la  condition  (i4)  pour  n  = —  3,  et  s'intègre  en  posant  jk''^^:^  -, 
;;  étant  un  polvnôme  arbitraire  du  second  degré  en  x.  Ainsi  en- 
core l'équation 

(18)  j7'" ^-  47'7"' -+-  37'2  =  o 

satisfait   à   la  condition   (i4)   pour  «  =  |   et  s'intègre  en   posant 

)'=  z'',z  étant  un  polvnôme  arbitraire  du  troisième  degré  en  x; 
cette  équation  diflérentielle  est  celle  des  cubiques  qui  admettent 
l'axe  des  x  pour  axe  de  symétrie. 

Mais  ce  sujet  nous  entraînerait  trop  loin  et  demande  une  étude 
spéciale. 

(3.  Outre  les  covariants,  invariants  et  péninvariants ,  il  existe 
encore  d'autres  fonctions  des  coefficients  et  de  la  variable  d'une 
forme  binaire,  qui  jouissent  de  la  propriété  dont  nous  nous  occu- 
pons, savoir  d'être  identiques  à  une  fonction  de  la  l'orme  et  de  ses 
dérivées  unilatérales,  sans  que  la  variable  apparaisse  explicite- 
ment. Ce  sont  les  fonctions  que  M.  Deruyts  a  étudiées  sous  le 
nom  de  semi-covariants  dans  un  travail  récent  ^Développements 
sur  la  théorie  des  formes  binaires  [Bulletin  de  l'Académie 
royale  de  Belgique;  1887)].  Les  semi-covariants  sont  définis 
comme  satisfaisant  à  l'une  seulement  des  deux  équations  aux- 
quelles satisfont  les  covariants  :  la  démonstration  donnée  plus 
haut  au  n°  3  pour  les  covariants  ne  suppose  précisément  qu'une 
seule  de  ces  deux  équations;  elle  s'applique  donc  aussi  aux  semi- 
covariants.  Seulement,  un  semi-covariant  n'est  complètement  dé- 
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lerminé  f|iic  si  l'on  connaît  son  dernirr  Iciinc.  Soil   /•  l'ordre  du 

senii-covaiianJ  par  rapjiorl  aux  varial^les^  l'opération  -.->  appliquée 

/•  fois  successivement  au  coefficient  de  ce  dernier  terme,  donne,  à 
des  facteurs  numériques  près,  les  coefficients  des  autres  termes; 
appliquée  une  fois  de  plus,  elle  donne. zéro. 

On  en  conclut  immédiatement  que,  si  -,.-  représente  le  résultat 
de  l'opération 

.    d         .    d  r       (^  ^^ 

'f^-df^-^W.^--'^^''dj-7,    '^"    Zo' 

répétée  /•  fois  sur  une  fonction  de  f  et  de  ses  dérivées  unilaté- 
rales f\ifii  .  .  'if m  l'expression  d'un  semi-covariant  d'ordre  /'  en 
fonction  de/,  y, ,  •  •  •  ?/«  satisfait  à  la  condition 

(il  en  est,  d'ailleurs,  évidemment  de  même  de  l'expression  d'un 
covariant  d'ordre  ;•);  et  que  celte  expression  s'obtiendra  en  rem- 
plaçant Qp  par  —^fn-p  dans  le   coefficient  du  dernier  terme  du 

semi-covariant.  Réciproquement,  toute  fonction  homogène  et  iso- 
barique  de/ et  de  ses  dérivées  unilatérales  qui  satisfait  <à  la  con- 
dition (19)  est  identique  à  nn  semi-covariant  ou  à  un  covariant 
de  y,  d'ordre  ;•;  dans  ce  dernier  cas,  elle  satisfait  aussi,  comme 
nous  l'avons  vu,  à  la  condition  (i4)- 

On  peut  réunir  comme  suit,  sous  un  énoncé  unique,  les  pro- 
priétés que  nous  venons  de  considc-rer  relativement  à  toutes  les 
forjnations  invariantes  ou  semi-invariantes  qui  dépendent  d'une 
forme  binaire  : 

ÏHf.ORÈMR  IV.  —  Toule  formation  déduite  d'une  forme 
binaire  d^ ordre  /?,  et  qui  possède  le  caractère  d'in^'ariance 
par  rapport  à  L'une  .r,  des  deux  variables,  est  identique  à  une 
fonction  de  la  forme  et  de  ses  dérivées  successives  par  rapport 
à  cette  variable  seule,  divisée  par  une  certaine  puissance  de  la 
seconde  variable  x.^  •  Cette  fonction  satisfait  à  la  condition  (19), 
/•  étant  l'ordre  de  la  formation  considérée  ;  on  l'obtient  en 
remplaçant  simplement  a p^  coefficient  de  xC,  dans  la  forme 
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._,  t 
binaire,  par  — J  fn-p-,  flans  le  coejffieienl  du  dernier  terme  de 

la  formation  considérée. 

Réciproquement,  toute  fonction  homogène  et  isoharique  de 
la  forme  et  de  ses  dérivées  unilatérales  (par  rapport  à  la  va- 
riable Xi),  si  elle  satisfait  à  la  condition  (19);  est  identique, 
à  une  certaine  puissance  près  de  .r^,  à  une  formation  d'ordre  r 
possédant  le  caractère  cV invariance  par  rapport  à  ^,  :  savoir 
un  semi-covariant  si  r  >  o,  un  péninvariant  si  r  =  o,  un  cova- 
riant  si  la  fonction  satisfait  à  la  condition  (i4)  en  même 
temps  qu'à  (iç)) pou/-  r'^  o,  un  invariant  si  elle  satisfait  à  la 
fois  à  (i4)  et  à  (19)  pour  r  =  o. 

Il  est  clair  qu'on  peut  aussi  donner  l'énoncé  général  suivant 
pour  ce  qui  se  rapporte  à  l'intégration  sous  forme  parabolique  des 
équations  dilTérentielles  où  la  variable  ne  figure  pas  explicite- 
ment : 

Théorème  V.  —  Si  une  équation  différentielle  d'ordre  n 

où  la  variable  ne  figure  pas  explicitement,  satisfait  à  la  con- 
dition 

l'intégrale  de  forme  parabolique 

y  =  Ao-)-  Ai^F  H-  AaJ^^-H. .  .-f-  A„37", 

la  plus  générale  possible  de  celte  équation,    s'obtiendra   en 
écrivant  les  r  équations  de  condition. 


F 

= 

O) 

dF 

r/0 

^= 

t>: 

dn^ 

r/0-^ 

0, 

d' 

r-lF 

r/O'-i 


et  en  y  remplaçant  y^  y' ,  y",  . . .,  y^"^  respectivement  par  Ao, 
A,,  alAo,  3  LA;},  ...,  /e!A„,  ce  qui  donnera  r  relations  entre 


les  constantes  de  l'intégrale. 
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l*renon.s,  par  exemple,  l'équalion  diirérentielle  du  sixième  ordre 

F  =  3ojKj"  —  loj'jK"—  •J.y'y'''-+-  3y""°  —  o. 
On  trouve  successivement 


M 


=  4(5  y>^'  —  3y>^'4-7"'j'"), 


On  obtiendra  donc  une  intégrale  parabolique  à  quatre  con- 
stantes arl)itraires,  en  prenant 

et  écrivant  les  trois  relations  de  condition 

1800Â0  Ag  —  100  Al  A  5 —  SAoAi-i-QAI  =0, 

a'jAiAe— 5A2  As-H  AjA^^  o, 

ro A2 Ag  —  5 A3 A-j-f-  aAj  =  o, 

comme  il  est  d'ailleurs  facile  de  le  vérifier  directement.  Le  semi- 
covariant  correspondant  de  la  forme  du  sixième  ordre 

{a,  b,  c,  d,  e.  f,  ff\x,  y  Y 
serait 

(  ae  —  4  bd  -+-  3c^)x--h  (  af  —  3  ie  -+-  a cd)xy 

-\-  \ (  ag  —  •ibf—  ce  -\-i d^)y^. 

7.  Les  résultats  précédents  s'étendent  sans  difficulté  aux  sys- 
tèmes de  formes  binaires,  et  les  théorèmes  I,  II,  IV  subsistent, 
avec  de  légères  modifications  d'énoncé  qui  se  présentent  d'elles- 
mêmes.  Les  théorèmes  III  et  V  pourraient  également  être  généra- 
lisés dans  cet  ordre  d'idées;  mais  il  me  paraît  inutile  d'insister  sur 
ce  sujet. 

Avant  de  passer  au  cas  des  formes  à  plus  de  deux  variables,  il 
convient  de  remarquer  encore  (jue  rien  n'em[>èchc  de  rester  dans 
l'hypothèse  des  variables  homogènes  :  il  faul  alors  diviser  l'ex- 
pression différentielle  trouvée  pour  les  formations  invariantes  ou 
semi-invariantes  relativement  à  l'une  .r,  des  variables  par  j'j, 
T.  étant  le  poids  par  rapport  à  .rj  du  coefficient   de   la   plus  haute 
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puissance  de.r(  clans  colle  formation;  ou,  ce  (pii  levienl  au  même, 

p  !    fn-  > 
remplacer  cip  par  -^      ' ,!'  tlans    le   coefficient   de   la    plus    haute 

puissance  de  x^  et  multiplier  par  cette  plus  haute  puissance. 

Tout  invariant  ou  covariant,  pouvant  être  considéré  à  volonté 
comme  jouissant  de  la  propriété  d'invariance  à  l'égard  de  l'une  ou 
de  l'autre  des  deux  variahles,  aura  deux  expressions  équivalentes, 
Tune  en  fonction  des  dérivées  unilatérales  par  rapport  à  j",,  l'autre 
en  fonction  des  dérivées  unilatérales   par  rapport  à  X2   '■   en  les 

égalant,  on  obtiendra  une  expi'ession  du  rapport  (  —  )    en  fonction 

de  la  forme  et  de  ses  dérivées.  Toutes  les  identités  qu'on  peut  ob- 
tenir parcelle  voie  découlent  évidemment  du  théorème  des  fonc- 
tions homogènes,  et  l'on  pourrait  inversement,  en  appliquant 
ce  théorème  plusieurs  fois  et  dans  le  sens  convenable,  obtenir 
a  priori  les  expressions  des  invariants  et  covariants  sous  forme 
de  fonctions  de  dérivées  unilatérales. 

8.  Pour  étendre  les  résultats  précédents  aux  formes  et  systèmes 
de  formes  à  plus  de  deux  variables  homogènes,  on  peut  employer 
un  mode  de  raisonnement  calqué  sur  celui  qui  nous  a  servi  pour 
les  formes  binaires.  Soit,  par  exemple,  ,/une  forme  d'ordre  ti  aux 
p  variables  homogènes  .r,,  x^-,  ...,  Xp,  écrite  avec  les  coefficients 
polvnomiaux^  soient  «/,y,...,A  le  coefficient  de  x\  xl,  . . .  x'l_^x'^p^'^ 
dans  /(a-  =  i  -\-  j  +,  .  .+  k),  et  f,i^r,...,t  la  dérivée  partielle 

dx'[  dx\  .  . .  dxf,_^ 

Il  est  aisé  de  vérifier  tout  d'abord  l'exactitude  de  l'identité  sui- 
vanfî,  dont  (2)  est  le  cas  purLiculier  correspondant  à  p  =  2  : 

n  !  ^_^  I 

~^  TTii^l  fi+^J /'■  "+"  2 J"iJ"2/i:-M,y4-l, .../.■  -^••■-^^p-i/ij,...,/c+'i) 

"^  (  fl  —  !j)\  *-'^"        /i+'i-(j,j\...,k-^-  •  •-+-  X">^\  /ij,...,k-i-n-ij)- 

On  en  conclut  les  p  —  i  relations,  analogues  de  (3), 
,  dai  j      /. 
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où  //  est  l'exposajit  de  x.j  dans  le  lerine  de  /(|ui  a  pour  coefficient 

«/../ h- 

On  démontre  dès  lors  sans  difficulté  que  tout  invariant  ou 
péninvarianl  pur  relatif  à  .r,  (coefficient  dt- la  plus  haute  puissance 
de  X\  dans  un  covariant  pur)  ne  contient  plus  explicitement  a-,, 
Xi^  ...,  Xp_\,  lorsqu'on  a  remplacé  dans  son  expression  les  coef- 
ficients a  par  leurs  valeurs  tirées  de  (20),  et  cela  en  vertu  des 
équations  différentielles  connues  auxquelles  satisfont  les  inva- 
riants et  péninvarianls  purs.  Seulement  ces  équations  sont  au 
nombre  de  p( p  —  1)  en  tout  pour  les  invariants,  et  de  [p  —  1)- 
pour  les  péninvariants,  tandis  que  dans  la  démonstration  indiquée 
ci-dessus  il  n'en  est  utilisé  que  p  —  1,  savoir  celles  qui  dans  la 
notation  de  M.  Cayley  s'écriraient 


(22)  U>_j=o        (^  =  1,2,  ...,/? -r), 

et  qui  sont  également  satisfaites  par  tout  péninvarianl  pur  relatif 
à  X21  ^3,  •  •  -5  Xp_s.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorè.mf.  VI.  —  Tout  invariant  ou  péninvariant  pur  relatif 
à  une  des  variables,  d'une  forme  {ou  d'un  système  de  p 
formes)  à  variables  homogènes,  est  identique  à  une  fonction 
de  ces  formes  et  de  leurs  dérivées  partielles  par  rapport  à 
cette  variable  et  à  p  —  2  autres  choisies  arbitrairement,  divisée 
par  une  certaine  puissance  de  la  p'^'"^  variable .  Cette  fonc- 
tion s'obtient  en  remplaçant  cliaque  coefficient  a,j__/s  [coef- 
ficient  de   x\  x{  . . .  x'p^^  x"~J\  (a-  =  f  +y  -h  . . .  H-  k)   dans    la 

forme  f   supposée  d  ordre  /?],  par ^^y—  ^/^/  ^^y^  ...^.rt/ 

elle  satisfait  aux  p  —  i  équations  di fj'érenticlles 


(23) 


]22i-^'-^- 'w~z:,=''^ 


dfj k 

oit  le  premier  signe'^^  flans  l'ordre  du  calcul .  s' apjdiquc ,  pour 
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une  inênie  forme  f,  à  lotîtes  lea  valeurs  de  i,  j-,  . ..,  /. ,  telles  que 
la  somme  a-  =  / H-  / '+ . .  . -f-  U  soit  au.  plus  égale  à  n  —  \\  et  le 
second  si  que  S  étend  l'opération  à  toutes  les  formes,  indépen- 
dantes. 

iMais  il  n'est  plus  permis  d'ajouter,  comme  lorsqu'il  s'agissait 
(Je  formes  binaires,  que  réciproquement  toute  fonction  homogène 
et  isol)aii(|uc  de  formes  à /?  variables  cl  de  leurs  dériv('es  par  rap- 
port à  p  —  I  de  ces  variables,  si  elle  satisfait  aux  p  —  i  équa- 
tions (28),  sera  un  .invariant  ou  un  péninvariant  pur  relatif  à  Xx 
du  système  de  ces  formes  :  elle  pourra  être  aussi  bien  un  pénin- 
variant relatif  à  j:'2,  ou  à  ^3,  . . .,  Xp_^ ,  ou  un  agrégat  de  péninva- 
riants  de  ces  diverses  natures,  ou  peut-être  même  une  fonction 
d'autre  genre;  car  il  n'est  pas  démontré,  à  notre  connaissance 
(bien  que«ce  soit  assez  probable),  que  les  équations  (22)  caracté- 
risent exclusivement  les  péninvariants  relatifs  aux  variables  Xt, 

En  raisonnant  de  la  même  manière  pour  les  covariants  purs,  on 
verrait  sans  peine  que  tout  covariant  pur  est  identique,  à  une 
puissance  près  de  l'une  quelconque  des  variables,  à  une  fonction 
des  formes  indépendantes  et  de  leurs  dérivées  par  rapport  aux 
p  —  1  autres  variables;  que  cette  fonction  s'obtient  en  renq^laçant, 
dans    le    péninvariant    relatif  à    la  p"^'"^    variable,     aij,_,k   par 

^fij...ki  i:j\  •  ••,  l<^  étant  les  indices  relatifs  aux  p  —  i  varia- 
bles conservées;  qu'elle  satisfait  à  p  —  1  équations  différentielles 
analogues  à  (i4);  qu'enfin,  si  l'on  considère  l'ensemble  des  déri- 
vées par  rapport  aux  p  variables,  chaque  covariant  (ou  invariant ) 
possède/?  expressions  distinctes,  donnant  lieu  à  p — i  identités 
qui  pourraient  se  déduire  du  théorème  des  fonctions  homogènes, 
tandis  que  chaque  péninvariant  ne  possède  que  p  —  i  expressions 
distinctes,  et  ne  donne  lieu  qu'à  p  —  2  telles  identités. 

9.  On  peut  arriver  aux  résultats  trouvés  ci-dessus  pour  les  in- 
variants et  péninvariants  purs  des  systèmes  de  formes  à  plus  de 
deux  variables,  en  suivant  une  autre  marche,  qui  a  l'avantage  de 
conduire  à  une  généralisation  iunnédiate  en  ce  qui  concerne  les 
conlrevariants  et  les  péninvariants  mixtes. 

Soient/,/',/''',  ...   tant  de   formes   indépendantes   cl    simul- 
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tances   qu'on    voudra,   à  p   variables  homogènes   J", ,  ^2,  . . . ,  .r^, 
respectivement  d'ordres  ii,  n',  n",  ...  ;  savoir 


et  soit  TFT  le  covariant  identique 

J'ai  montré  ailleurs  (')  que  tout  invariant,  contrevariant,  pénin- 
variant  pur  ou  mixte  (coefficient  de  la  plus  haute  puissance 
de  x^  dans  un  covariant  pur  ou  mixte)  du  système  (A)  des  formes 
fif,  ...  devient,  quand  on  le  multiplie  par  une  puissance  con- 
venable de  (i^  une  ionction  entière  de  «,  a\  ...,  de  q,  et  des  in- 
variants d'un  système  déterminé  (B)  de  former,  aux  p  —  {  variables 
X2,  'V3,  . . .,  Xp,  composé  comme  suit  : 

1°  Des  n  —  I  pénin variants  principaux  (sources  des  covariants 
associés)  de  /*,  traitée  comme  forme  binaire  où  .r,  serait  le  rapport 
des  deux  variables  homogènes; 

2"  Des  n'  péninvariants,  sources  des  jacobiens  de  tout  ordre  de 
y* et  de/',  traitées  comme  formes  binaires; 

3"  Des  //"+ /i'"-f- . . .  péninvariants  analogues  pouv  /"./"',  ..., 
combinées  de  même  avec  y"; 

4°  De  la  forme  spéciale 

.1;=:  «(>  —  i^x^)  —  (i^^^, 

cette  dernière  devant  êlrc  traitée  comme  si  elle  était  à  coefficients 
constants. 

Ceci  posé,  admettons  pour  un  instant  comme  démontré  que 
tout  invariant  d'un  système  de  formes  à  /; — i  variables  j"o, 
Xs,  ...,  Xp  est  identique  à  une  fonction  entière  de  ces  formes  et 
de  leurs  dérivées  par  rapport  à  p  —  '.>.  des  variables,  divisée  par 
uwc  certaine  puissance  de  la  (p  —  i)'"'".  H  suffira  de  montrer  ()ue 
(diacune  des  formes  du  système  (H),  ainsi  cpie  rt,  a',  ...  et  ^1 
s'expriment  en  fonction  entière  des  formes  du  svslème(A),  y  com- 
pris rvT,  et  de  leurs  (h'-rivées  par  rapport  à  .r,,  pour  (ju  il  soit  établi 


(')  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,    t.   CIV.   p.    104.   nj,   iSt 
(.887). 
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(|ii(î  loiil  invarianl,  C()nlie\ai'ianl,  jx-niiivariaiil  pur  ou  niixlc  du 
système  (A)  s'exprime  à  sou  tour  en  fonction  entière  des  formes 
du  système  (A)  et  de  leurs  dérivées  par  rap[)ort  aux/:»  —  i  varia- 
l)les  Xf,  x-i-,  • .  •,  Xp^{  1  à  une  puissance  près  de  Xp.  Et,  puisque  la 
proposition  a  été  démontrée  directement  pour /)='>.,  elle  sera 
vraie  pour/?  =3,  4»  •  •  •?  c'est-à-dire  pour  un  nombre  quelconque 
de  variables.  Or  les  formes  du  système  (B)  qui  sont  des  péninva- 
riants  construits  avec  les  coefficients  de  /\  /',  /'",  ...,  traitées 
comme  formes  binaires  à  une  seule  variable  non  homogène,  rem- 
plissent bien  la  condition  indiquée.  Il  en  est  de  même  de  la  forme 
spéciale  'l  qui  fait  partie  du  système  (B),  car  on  peut  l'écrire 

/il      dx[        n  —  i!   dxi  d.r'l    ' 

et  il  en  est  encore  de  même  fies  quantités  «,  a',  ...  et  ;,,  car  on  a 
évidemment 

-  J_  ^ 
'^  ^  n\  fïx^l  ' 

'_  J_  "tu 

n\  d.rf 


dm 
'^^dr- 


Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théouème  VII.  —  Tout  invariant^  contrevariant^  pénirn'a- 
rlant  pur  ou  mixte  relatif  à  x^,  d'une  forme  ou  d'un  système 
de  formes  à  p  variables  homogènes,  peut  s'exprimer  comme 
fonction  entière  des  formes  du  système,  du  covariant  iden- 
tique, et  des  dérivées  tant  de  ces  formes  que  du  cova riant 
identique  prises  par  rapport  à  x^  et  à  p —  o.  autres  variables 
choisies  à  volonté,  divisée  par  une  certaine  puissance  de  la 
pième  variable.  On  obtient  l'expression  dont  il  s'agit  en  rem- 
plaçant dans  Information  donnée  ^i  par  -j~  (/  =  i ,  ?. ,  . . . ,  p —  i  ); 

^p  P^^''  ~'y  ^t  aij,...,k-,  coefficient  de  x\  x{  ...  x^p_^x"^~'' 
(3-:=  '  +y  -+-•  •  •+  k)dans  la  for  me  f  cV  ordre  n  [supposée  écrite 
avec  les  coefficients polynomiaux),  par —    ,    .  > — ^— ^ 


n  —  (T  ■ 

ou r- 


XVI. 
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Par  analogie,  on  j)réYoil  que  les  covariants  purs  et  mixtes  pour- 
ront s'exprimer  de  la  même  manière,  et  que  leur  expression  s'ob- 
tiendra en  faisant  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus  dans  le 
pc-ninvariant,  source  du  covariant  par  rapport  à  x p,  et  midlipliant 
par  j-'.  si  ;•  est  l'ordre  du  covariant  par  rap[)ort  auv  variables  x\ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  remplaçant  dans  le  péninvariant 
source    du    covariant    par    rapport   a   ;r,,    ç,    par  — ;  ç;,   par  ~j— 

dv5 


(/=?.,  3, 


;7-;^/y,....Apar--,^/,_ 


<7,  y,  ...,*• 


10.  Comme  exemple  des  résultats  que  donne  l'application  de 
ces  théorèmes,  voici  l'une  des  trois  expressions  du  contrevariant 
G  de  la  forme  quadratique  ternaire/:=  {oc,y^  z)-  : 


vim 


dx  ] 


('•0 


\d\fd\f 


^^  '1  m 


\drj 
d'f 


dx  dy 


y 


dx  dy 


jd\f\  ch^  ^ 
dx  dy  J  dx  dy 


\  dx  dx  dy        dy  dx'^  )      dy 

1  /d£     d\f    _  d£  d^\  ^  dm 

\  "^     \dy  dx  dy        dx  dy^ /      dx  ' 

If 
formule   (pi'il  est  facile   de  vérifier   en   renjplarant /,  ro,   -^  ,  . . . 

par  leurs  valeurs  complètes. 

On  trouve  de  même  pour  la  source  (par  rapport  à  x)  du  hessien 
de  la  forme  cubique  ternaire  /=  (.r,  j',  c)^ 


gt5)    h—  - 


df  d\f     d\f 
dx  dx^  dx  dy'^ 


/    d\f  y  r/3/ 
\  dx  dy  ) 


d^d^      d^f  Jf 

dx'''  xdy  dx'^dy  dx 


/d\fy-    d\f 


_^  _(  .±\ 

dx^        \  dx-  /    dx  (/y 


et  jionr  le  licssicn  complet 


V 


d\f  d\f 


VI 


(76}        11  = 


dx  dy 


dx-  dy  ; 
^  df   df     d\f 


dx  dy  dx  dy 


~''\di'    dy'  ^^'^\dy^    dx'' 
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Celle  dernière  expression   est,  eommc  cclN;  de  G,  svmélrique 

par  rapporl  à  :r  ely^  ainsi  que  cela  devail  èlre.  Comme  vérifica- 

lion,  prenons  l'expression  du  hcssien  sous  forme  de  délerminani 

où  enlrenl  symélriquemenl  les  dérivées  de/*  par  rapporl  aux  Irois 

variables,  d'après  la  définilion  connue  de  ce  covariant;  désignant, 

I     '                   /•        II'-'        d/'+i+'f  ,  . 

pour  abreeer,  par  /„„,-  la  denvee -7 — -, ~— ,  on  a,  a  un  lacteur, 

niiméncpie  près, 

./•200      ,/llO      ./l(ll 

(27)  ï'  =     Jii»     ./"2n     .Ail 

./nu     ./(iii     ./11112 

Mais  le   théorème   des    fonctions  homogènes  fournil  les  (juatre 
relations 

i    ^f      =  -^/i  0  0  -+-  J'fu  1  11  -^  -=y  I)  I)  1 5 
'■^y  1 00  ^^  •■'■■./211U  -+-  yfi  1 0  -f-  -^.A 1 0 1  j 

\  '-^/uDi  =  -3^/101  -+-yfoii  -+-  -3/002- 


a8 


Si  l'on  [)orle  dans  la  dernière  colonne  du  déterminant  (?.7)  les 
valeurs  de/",oi,/on  1./002  tirées  des  trois  dernières  relations  ('î8), 
et  qu'on  ajoute  à  cette  dernière  colonne  les  deux  premières  res- 
pectivement multipliées  par  '—■,  --■,   il  vient 


./2on  y  110  ./inn 
./UO  y  020  y  010 
./ini  ./ou   ./oui 


Remplaçons  encore  dans  la  dernière  ligne  de  ce  déterminant  les 
/"par  leurs  valeurs  tirées  des  trois  premières  équations  (28),  et 
ajoutons  à  cette  dernière  ligne  les  deux  premières  respectivement 

multipliées  par  -,  ■^;  il  vient 


H  =  A 


JîOU  ./llO  ./lOO 

./UO        ./1120        ./oio 
^./loo      2./010  î./ 


c'est-à-dire  précisément,   à   un   facteur  numérique  près,  l'expres- 
sion (••■iG). 

On  pourrait  évidemment  ohlenii-  de  mèn)e.  au  moven  du  lliéo- 
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rème  tics  fonctions  homogènes,  en  parlant  de  l'expression  difTé- 
rentiellc  que  ("oiunit  la  définition  ou  la  formule  symbolique  de 
tout  covarianl,  son  expression  telle  qu'elle  résulte  immédiatement 
de  l'application  des  théorèmes  donnés  ci-dessus. 


Sur  une  généralisation  de  la  formule  des  accroissements  fi  nis ; 
par  T.-J.  Stieltjes. 

(Séance  du  21  décembre  1887.) 

4.  Soienty(«),  g{u),  li{u),  k{u)  quatre  fonctions  réelles  de 
la  variable  réelle  u.  On  suppose  que  ces  fonctions  sont  finies  et 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second 
ordre,  et  enfin  que 

/"(«),     *-"(«).     h"(u),     k"{u), 

admettent  encore  des  dérivées 

/■"(«).     g"{u),     h"{u),     k"'{u) 

mais  qui  ne  sont  plus  nécessairement  des  fonctions  continues. 

Si  maintenant  x,  y,  ^,  t  sont  quatre  nombres  inégaux,  nous 
allons  considérer  le  rapport  des  deux  déterminants 

f{x)     g{x)     h{x)     k{x) 

fiy)   g{y)   h(y)   k{y) 

f{z)     g{z)     h(z)     k{z) 

fit)      g{t)      hit)      k{t) 

I      X     x^      x^ 


D  = 


-3 


i   y  y  r 

I      z      z 

Nous  désignerons  ce  ruppoil  par  \ 

A=". 


Il  est  clair  rpir   A  est  une  fonction   s\  inél  ii(|Me  de  .r,  -)',  z^  t,  et 
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lions  pouvons  supposer 
On  a  ainsi 


x<y<z<l. 


f{x)  g{x)  h{x)  /:(x) 

/(j)  ffiy)  Hy)  '<{y) 

f{z)  g{z)  h(z)  /<{z) 

/(/)  ff{t)  h{t)  k{t) 


I     x     x'- 

«   y   y"- 


yi 


Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  t  par  une  variable  a, 
on  obtiendra  une  fonction  de  a  qui  s'annule  pour  il^=iz  et  pour 
u=^t^  et  dont  la  dérivée  s'annule  par  conséquent  pour  une  va- 
leur //  =:  i^,  =  (c,  ^),  en  désignant  par  (:;,  t)  un  nombre  compris 
entre  ^  et  ^  (en  excluant  les  limites). 

On  a  donc 

f{x)  g{x)  h(x)  k{x) 

/(y)  ff(y)  àiy)  k(y) 

f{z)  g{z)  hiz)  k{z) 

/'(Ç.)  *-'(^i)  h'{W)  ^'(î;.) 

Remplaçons,  dans  le  premier  membre,  :;  par  une  variable  n  :  on 
obtiendra  une  fonction  de  u  qui  s'annule  pour  u^^y  et  j)Our 
11=^  z  el  dont  la  dérivée  s'annule  pour  uz^-r^  =  (j',  z)  : 


1         X 

x-i 

X^ 

'   y 

y- 

y. 

I       z 

z-^ 

Z^ 

O        I 

2^1 

3U 

f{x)  g{x)  li{x)  k(x) 

fiy)  S'iy)  h{y)  k(y) 

/'(■'•i.)  .^-'(71i)  /i'C-li)  /^■'(■'-,i) 

/'(Kl)  ff'(Ki)  h'a,)  k'(Xi) 

En  continuant  ainsi,  il  vient 


f{x)       g{x)       h(x)       k{x) 

ra)   ff'a)   a'(0    /'-'(o 

/'(■II)    .^'{'nO   /i'(-ii)    /^-'(^.i) 

/(?i)  ff'(Ki)  h'ai)  k'ao 

^z  =  {^,y),      ■rn=(y,^\ 

^  <^<rn<  Cl 


x^ 

y- 


yi 


•2T,,         3qj 


I 

X 

X^' 

X 

0 

1 

< 

v,-^ 

o 

1 

2 '■il 

3r,\ 

o 

I 

aÇi 

■iCï 

Cl  =(^,  0- 


Remplaçons  maintenant  J^,  par  une  variable  «,  on  aura  dans  le 
premier  membre   une  fonction  de   i/   qui  s'annule   pour  A/  =  r,,. 
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^,   cl  I  on  (Ml  conclut 

f{x)       g  {or}       h{x)       k{T)  I     X       x'^       x-^ 

ra)   «-'(;)   A'(0    i^'ii)    _^  «  '  2?    3i^ 

/'(■^ii)     .Ç'i-fii)     ^>'{-fii)     /^"'(-^ii)  o      I      -i-r^i     37,1 

/"(W)       A''\C2)       /^"(C2)        //'(^•2)  «      O       1  6^2 

r2  =  (r,,,^,), 

^  <  ^  < -M  <  !:2  < /. 

En  remplaçant  encoi^c  r,  i  par  une  variable  a,  on  trouvera,  par 
le  même  raisonnement. 


—  A 


I  X        x^     x^ 

o  I  2^       3^2 

O  O  '2  fi  Y) 

O  O  2  6  !^2 


/(x)  g{x)  h{x)  kix) 

/'(O  g'(\)  h'(X)  k'(\) 

f"{-0  ff"{r,)  h"{-0  A"{r,) 

fil,)  g'U^,)  h"(U)  k"(X2) 

^  <  ^  <  -0  <  ^2. 
\Ll,  si  nous  remplaçons  enfin  'Ç.j  par  une  \ariable  n,  on  trouvera 


/(x)       S'{x)      h(x)      k{x)  I     X       x^     x^ 

ra)  ér'Cç)   A'(0   ^-'(0  _A  "^  •  '^'  "^^^ 

/"(■o     ^-''C-O     /*"C0      /-■■'( -^J  002       6r, 

/"(r)   ^'"'a)    /'"'(O    /'■"'(^)  I        I  o    o   o     G 

^  =  (■^,^2): 
^  <  ^   <  '^   <  ^  <   /: 

c'est-à-diie 

/(x)       g(x)      /i{x)      />•(,/•) 


d) 


/'(,-)    ^''(0   /«'(^    /.'(^) 

/"(r,  )      ^-"(rO     A'CO      X"(r,) 

/■"(O    g"'(i^)    ira)    /c"'(a) 


Ayant  ç  =  (.r,y),  r,,  =  (r,  z)   et  •/]  =  (^,  y,,),   on    en    conclut 
7,  =  (.r,  c)  et  l'on  trouvera  de  même  ^  =  (x,  t). 

Le  résultat  (pic  nous  avons  obtenu  j)cut  s'énoncer  ainsi  : 


M 


Le  rapport   \  n'est  [.«as  |)lus  i^raiid  rpic  -j — ^,— ,    et    pas  plus  petit 
(|uc  TTTi*  ^'"  désignant  j)ar  M  la  plus  grande,   par  /h  la  plu>  pc- 
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lilc  des  viilfiirs  tlii  tl('-Lcrniiiiiin( , 

f(u)  A'(«)  liiii)  ly{ii) 

f" (  a"  )       ,ir" (  u"  )      /*" (  u"  I      A" (  u" ) 
I /'"(»'")      A'"'(»"')     /'"'("'")     /<:'"(«'") 

sous  les  coiulilions 


(^esl  là  un  théorème  qui  se  rapproche  beaucoup  d'un  autre 
llu'orènie  donné  par  M.  II.-A.  Schwarz  {yinnali  di  Matemalica 
de  Briosclii,  série  II,  t.  X).  La  limitation  que  nous  venons  d'ob- 
tenir est  un  peu  plus  resserrée  que  celle  donnée  par  M.  Schwarz. 

12.   Notre  démonstration  suppose  seulement  que  les  fonctions 

admettent  des  dérivées 

/'"(«),  .•?'"(")'  A"'(".).  //"(«). 

Mais  supposons  maintenant  en  outre  que  ces  dernières  l'onctions 
soient  continues,  et  faisons  tendre  dans  la  formule  (i)  x,  )',  :^  et  ^ 
vers  une  même  limite  a\  il  viendra 


(■■'0 


liin  A  = 


/  (  a  )  g  {  f()  Il  (  a  )  /r  (  a  ) 

fa)  ér' {'t  )  li'{f>)  /'■'(«) 

/"(a)  g"  {a)  h"  {a)  k"  {a) 

J'"'((i)  f.'"'(a)  h"\(()  A'"  (a) 


Considérons  le  cas  où  les  nombres  x^y,  z,  t  tendent  de  telle 
façon  vers  la  limite  «,  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l'intervalle 
(.r,  i).  Nous  allons  montrer  que  la  formule  (2)  subsiste  alors  sous 
des  conditions  bien  plus  larges  relatives  aux  fonctions/'(«),  ^"(?/), 
h{u),  1^  {il)- 

En  eflet,  il  suffit  alors  que  ces  fonctions  soient  finies  ou  conti- 
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nues  ainsi  (jiie  leurs  déri\ées  du  premier  et  du  second  ordre,  et 
(jue  les  expressions 


/"(a-h/i)—/"(a)       g"{a  +  h) 
'  h      ''  ' 


(a) 


h"  (  a 


h 

It" ( a )         A" (a  —  h)  —  k"  (  a  ) 


tendent  pour  h  ■=  o  vers  des  limites  déterminées  cpie  nous  dési- 
gnerons encore  par /'"(«),  g'" {a),  h"'{a),-k"'{n). 

On  voit  donc  que  dans  la  suite  nous  ne  supposerons  pas 
l'existence  des  dér'ixées /'"(u)^  g'" (u),  h'" (u),  k"'{ii)  pour  des  va- 
leurs de  la  variable  autres  que  a  :  la  formule  (i)  devient  donc 
inapplicable.  Mais  nous  supposerons  toujours 


a<t. 


3.  La  démonstration  de  la  proposition  que  nous  venons  d'énon- 
cer se  compose  de  deux  parties. 

D'abord  on  démontrera  que  la  proposition  est  exacte  dans  cer- 
lains  cas  particuliers;  ensuite  on  ramènera  le  cas  général  à  ces  cas 
particuliers. 

Posons 

f(x)     ,îf(T)     h{x)     k(x) 

fiy)  giy)  hiy)   ^(r) 

f{z)      g{z)     h{z)     k{z) 
fit)       g(t)      Inl)      /.,  n 


(3) 


~it 


;)B  =  o. 


En  remplaçant  /  par  une  variable  ?/,  on  coucbira 


(4) 


—  B  =  o. 


/(.r)       gix)      hix)       k{x) 

f(y)     éf(y)    f'iy)    ^'(y) 

f(Z)         ff{z)        h(Z)        k(z) 

fil.,)  g' il,)   />'(:,)   /.'(^o 

Snil  Miiiitih'nant 

A|)r('S  avoir  subsliliir  cclh'  valeur  de  l>  dans  rr(|uali<)n  {  \),  on 
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U'ouvcra 


(6) 


f{x)  gix)  h(.v)  ki.r) 

fiy)  g{y)  h{y)  k{y) 

fija)  .ç'C^.i)  /''(-11)  >^-'(^-i) 

/'(^i)  ^'(^i)  h'i^O  /^-'(^i) 


G  =  o. 


l\isons 


(7) 


C  =  (j-.r)D 

et  substituons  dans  l'équation  (6)  :  on   conclura  encore   par    le 
même  raisonnement 


(8) 


Soit  encore 

(9) 

il  viendra 


fix)       ff(x)       h(,r)       A-ix) 

ra)   *-'(0   h'a)   k-a) 

fi-rn)    g' {-Ta)     h' ira)     /'-'(-^ii) 
/'(Cl)     *-'(Ci)     /''(Cl)     A'(Ci) 

D  =  (Ci-r,,)E, 


D  =  o. 


(10) 


/(^)       g{x)       h{x)      k(x) 

ni)   ff'a)    à'ii)  k'a) 

/'(^a)     ff'i-rit)     à'(rn)     k'i-rir) 

/"(K)    g"(Q     à"(X)     A-"a) 

C  =  (^,1,C1), 

et  si  nous  posons  enfin 


E. 


(i>) 

on  aura 


OF, 


(12) 


F  =  o. 


/(a-)     ff(x)     h{x)  k(x) 

/'(o  ^'(0  h' a)  A-'c-) 

/"(^)  ^" (■'■/)  /i"(^,)  '<"{-^) 

/"(c)  ^-"(o  /'"(o  /^-"(c) 

■'■<=(?, -M), 

^  <  ;  <  ^,  <  C  <  <• 

I^es  équations  (3),  (5),  (-),  (9),  (1  i)  nioiilrcnt  qu'on  a 

n 


F  = 


t  ~z){z  -y){y  -  ./■  )(  r, -  /,,  li/.i  -  ?  ) 
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el,  comme  on  a 

il  vient 
(i3) 


et,  d'après  l'éqnalion  (ta),  on  a 


?  \      F 


X  !  t  —  X 


(M) 

en  posant 


/  —  X 


f  (x)  A'-(-?')  h{x)  kix) 

f{\)  é-'ii)  à'il)  k'{\) 

/"(V)  ^"(-O  h:'i-0  /"(-O 

P             O  R  s 


./■"(::)-/7-r,) 


0  = 


^"(r)-^"(-o 


t  —  X  '  ^  t  —  x 

Remarquons  d'abord  que,  à  cause  de 
on  aura  évidemment 


^-7 
Par  consécjuent,  dans  le  cas  où  l'on  aura 

hiii  =  o, 

/  --  X 

la  lorniulc  (ij)  permettra  d  en  conclure 

lim  A  =  o. 

Examinons   maintenant    Texprcssion  donnée    par    la    for- 

'  t  —  ./•  ' 

muir  (i  i V 

J.a  valeur  de  I*  peut  s'écrire 


(^) 


Ç-a 


\l  —  X  )  r,  —  a 


l)'après  noire  supposition,  a  n'est  pas  à  rextéricnr  d<-  Tinler- 
valle  (x,f),  >^  et  y,   sont  à  l'intérieur  de  cet  inler\allc.  I*ar  consé- 
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(|uciil    les    valeurs    absolues    <'^  r^T"-  cl  ^*^— ^  sont     itifërieures    à 

l'unilé. 

D'autre  pari,  d'après  notre  l)V|)ollièsc, 

/"  (l)-f"(a)        /"  (  r,  )-,/•"(  ai 

, 

X.  —  a  r,  —  a 

tendent  vers  une  même  limite /'"(«). 

Par  conséquent,  lorsque  J"'[a)-=  o,  on  aura  cerlainemenl 

lim  P  =  o, 

et  même,  lorsque/'"(«)  n'est  pas  ntdlc,  P  restera  toujours  fini. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  évidemment  aux  quantités 
(^,  11,  S,  et,  si  l'on  remarque  que  les  autres  éléments  du  détermi- 
nant (^1 4)  tendent  vers  des  limites  finies,  on  arrive  à  cette  conclu- 
sion : 

1.   Dans  le  cas  particulier  oii  Ion  a 

f"  (  a  )  =  o,         g'"  {  a  )  =  o,         li'  (a)—  o,         k"  {  a}  =  o. 

la  proposition  énoncée  est  certainement  ejcacte,  et  l'on  a  dans 

ce  cas 

lim  A  =  o. 

Supposons  maintenant  que  l'on  ait  seulement 

/'"  (  a  )  =  o,         ,i("'  (  «  )  =  o,  h'"(a)=  o. 

mais  //''(«):  o.  Les  (piantités  P,  Q,  Pi  tendront  \ers  zéro,  S  restera 
lini.  Or  le  coelficient  de  S,  dans  le  déterminant  (i4)i  est 

I  fix )     g  (X)     h  (X) 

|/'(^)     A''(t)     A'I:) 
|/"(r^)     ^-"(T.)     /i"(r,) 

et  les  fonctions y'(M),  g{ii),  h{u)  étant  finies  et  continues,  ainsi 
(|ue  leurs  dérivées  du  premier  et  du  second  ordre,  ce  coefficient 
tendra  vers  zéro  dans  le  cas  où  l'on  a 


fia)  g  (a)  h  {(t) 
f  {  a  )  g'  {a)  h'  { a  ) 
f"  (  a  )     g"  I  a  )     h"  (  a  ) 


—  lus  — 
On  en  conclu l  : 

II.   Dans  le  cas  particulier  où  l'on  a 

/"(«)  =  o,  ff"'{a)=o,         h"'{a)^o 
et 

f  («)  §■  («)     h  {a) 

f'{a)  g-{a)     h'{a) 

/"(a)  ff"(a)     h"{a) 

la  proposition  énoncée  est  exacte,  et  Von  a 

lira  A  =  o. 

Considérons  enfin  le  cas 

/('^)=i,         g{^)=x,         li{.r)=x-^. 
On  a  identiquement 


I     X     x^     k{x) 

,        y      yl        k{y) 
I        t        t^         f<{t  )     \ 


k"'{n) 
1  .  -2  .  3 


k'"(a) 

1.2.3 


,      //            k"'(a) 
!     X    x^     k{x) x^ 


>   y  y'^   i<i.y)— 


I.-2.3 


y6 


1.2.3 
'  1.2    3 


M. 


Or  on  a,  d'après  (I), 


Il  m  —  =  o, 
A 


en  sorte  qu'on  trouve  dans  le  cas  actuel 

k"'(a) 


lim  A  = 


1.2.3 


III.    ha  us  le  cas  particulier 

J'{X)=\^  ff(x)=X,  h(x)r=X^ 

la  jU(>i>osition  énoncée  est  exacte  et  l'on  a 

..      .        k-(a) 
1 1  m  \  = • 
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•4.   Il  sera  facile  mainlenani  de  traiter  le  cas  ^'énéral. 

l*our   abréger    l'écriture,    nous    désignerons   le  détcrminanl  D 

ainsi 

\f{x),  ffi.r),   h{.r),   A-(^)  |. 

Connue  nous  avons  déjà  traité  le  cas 

/"(a)  =  ff"'{a)  =  h"'{a)  =  k"'(a)  =  o, 

nous  pourrons  supposer  que  l'un  au  moins  de  ces  quatre  nombres 

ne  soit  pas  nul,  soit 

k"\a)'^o. 

Posons 

Il    \ii  ) 
on  aura  identiquement 

D=:|/i(.r),  ,sr,ix),  /,i{.r),  Ai.r)\, 

et  il  est  clair  qu'on  a 

/'i'(a)  =  o,         ,^';'(rt)  =  o,         h"î(a)  =  o. 

Par  conséquent,  dans  le  cas  où  le  déterminant 

/i(«)  ^i(a)  hi{a) 
/\(a)  g'\(a)  h\{a) 
f\{a)     g\{a)     h\(a) 


D,= 


est  nul,  on  a 


lira  —  =  lim  A  =  o, 
A 


d'après  le  lemme  II,  ce  qui  est  bien  conforme  avec  la  proposition 
générale. 

Nous  n'av.ons  donc  qu'à  considérer  le  cas  D,^o.  Or,  dans  ce 
cas,  l'un  au  moins  des  mineurs  de  D,,  qui  sont  les  coefficients  des 
éléments  de  la  dernière  ligne  horizontale,  doit  être  différent  de 
zéro.  Supposons  que  ce  soit 

'~     /\(a)     A"',(«)  r 
qui  n'est  pas  égal  à  zéro. 
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Ln  au   moins  des  (''lénionls  y,  (  r/),  i,',  (c/)  tloil  eHre  difTércnl  de 
zéro  ;  supposons  que  ce  soil 

qui  n'est  pas  nul. 

Calculons  encore  les  constantes 


1  = 


D, 


On  a   maintenant  identiquement 


r  =  D,. 


\A(.r),    ,q^i{T),     h,{T),     A-(.r)\  =  :^^\M.r),  ,^i(a-),  (T-a)\  A{r)\ 

+  \A(T),  ^^,{T),  h^{.r)-  -£--(T-ar-,  A-(.r)[, 

\/i(x),  fi-i(x),  (x  ~a)\  A(x)\  =    2   \/i(x),  (.v  —  a),  {x  —  af,  A(ar)  j 

-r-  \/i(x),  g,(a-)—^(x—a),  (x-aY-,  /.(.r)  [, 

\/i(x),  X — a,  {x — ay,  /,(x)\=    r   \  i,  x  —  a,  (x — a)^,  A(x)\ 

-+-  \fi(-^)  —  '%  x  —  n,  (x~af-,  /c(x)\ 

et  par  des  substitutions  successives 

D=  -^   ^   r       \i,  x  —  a,  (x  —  a)-,  A(x) 
1 . 9.    [ 

-4-  —  -      1  fiix)—  r,  x  —  a,  {x  —  ct)^,  A{x)\ 
l.'i   I 

■+-  j^    \J\{-r),  A'i{x)—q{x—a),  (x  —  ny-,   A(x)\ 
+    l/i(-r),  A',(:r),   /t,(.r)~f-(:r-«)2,    Â(.r)|. 


l'>n  divisant  par  A  et  en  passant  à  la  limite,  on  trouve  directe- 
ment les  limites  des  rapports  des  déterminants  au  second  membre 
parles  lemivies  11  cl  111.   En  effet,  avant 

I  I,  x  —  n,  (.r  —  ay-.  /.(.r)]  =|  i,  .r,  .r»,  A-(.r)l, 

il  \  leril  d  aboril,  d  après  III. 


Mm  I  I.   .r.  ./•s.   /(.r)|  :  A 


■?. .  :i 


A" (a  I. 


—  \u  — 

Les  Mois  aiilrcs  rapports  sont  milsd'apn.-s  \c  Iciiime  H;  en  efï'cl, 


r)  =  o, 


/i(n)--r     o       o 

/',(«)              <        o 

=  2( 

f[(a)            o     1.2 

/i(«)     .•?-i^«> 

O 

/,(«)     /i(«)  — 7 

O 

/ï(«)     ^"i(«) 

I  .2 

=  2(0, —  C/Di)=  o. 


/'i(«)     A"'i(«)     ^''i(«) 


=  X)i—pU.j,  =  o. 


Il  vient  donc 
D         /?y/' 


//"(«)  = 


i!2!3! 


I 


ou 


uni  —  = 


1 2  !  3  ' 


/i(«)  ^i(«)  /ti(«) 

fi(a)  ^'i(«)  /*'i(«) 

/iCrt)  ,^';(a)  h\(a) 

/i(«)  ^lirtj  /2i(«)     A-  (a) 

/[(a)  ff\(a)  h\{a)     k' {a) 

/\{a)  .s;\{a)  h]  (a)     k"  {a) 

o              o  o          k"'(a) 


f  {n)  g  (a)  h  («)  k  (a) 

/  (a)  ,ir'  (r/)  A'  (a)  //  (a) 

/"(«)  ^"(«)  //'(«)  k"  {a) 

f"{a)  a""(«)  /i"'(«)  /'■'"(«) 


Notre  proposition  est  ainsi  démontrée  dans  toute  sa  géné- 
ralité. 

Il  est  clair  que  la  condition  que  a  n'est  jamais  en  dehors  de  l'in- 
tervalle (.r,  t)  sera  toujours  satisfaite  si  l'on  suppose  que  l'un  des 
nombres  x^  j',  ^,  t  reste  constamment  égal  à  a\  les  autres  peuvent 
alors  tendre  vers  a  d'une  manière  quelconque. 

Nous  avons  considéré  des  déterminants  du  quatrième  degré, 
mais  il  est  à  peine  nécessaire  de  dire  qu'on  peut  énoncer  un  théo- 
rème analogue  dans  le  cas  d'un  nombre  quelconque  n  de  fonc- 
lious  (/?  ^  2). 


o.    Pour    montrer    uue    application,    considérons    uue    courbe 
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gauche 

»(;),  ^(t),  '/{t)  élanl  des  fonctions  réelles  de  la  variable  réelle  t. 

Soit  M  lin  point  de  la  courbe,  correspondant  à  t=  Iq.  Nous 
adopterons  la  définition  suivante  du  plan  oscillateur  en  M  :  le  plan 
osculateur  en  M  est  la  position  limite  (s'il  v  en  a  une)  d'un  plan 
passant  par  M  et  par  deux  autres  points  de  la  courbe,  qui  sont 
infiniment  voisins  de  M. 

Les  deux  autres  points  correspondant  à  /=  ^,  et  ^  =  ^o,  l'équa- 
tion du  plan  passant  par  les  trois  points  est 


•>(A.)     7,(^0) 

•W^2)    7.(^2) 


[X-o(/„)] 


[Y-4.(/„)] 


fZ-7(/o)l-«>. 


7.(^1)     ?(^) 

?(/o)     '^(io) 
oit,)     ^{h) 

'f(/2)   ¥t-i) 

Supposons  maintenant  que  les  trois  fonctions 

?•     't''     7 
soient  finies  et  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées 

?',    'V.     7'- 

et  enfin  que  ces  dernières  fonctions  admettent  des  dérivées,  mais 
pour  la  valeur  particulière  t  =  to  seulement. 
En  divisant  alors  par 

i     t,     t\ 


t,    tl 


et  en  faisant  tendre  /,   et  /o  vers  /„,  il  viendra 

[X-'ff/„)l 


•y(^u)7'('o) 

•K(<»>7"('n) 


■/.'('o)'f'^'«)Uv_^(,..,l 


'■?'(to)V{fo) 
o"  (10)^(10) 


[Z--/(/o^l=o. 


Par  conséquent,  si  cette  écpiation  représente  im  plan  déterminé, 
c'est-à-dire  si  les  coeflicienls  de  X,  V,  Z  ne  s'évanouissent  pas  à 
la   fois,  ce  plan   sera,  d'après   ndirr  (léniiilioii.    le  pbiii  oscillateur 
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en  M.  El  l'on  voit  que  rcxislcncc  de  ce  plan  suppose  seulement 
que 

h  h  h 

tendent  vers  des  limites  déterminées  pour  h  =  o. 

C'est  là  un  fait  analogue  à  ce  qui  se  présente  dans  la  théorie  des 
courbes  planes,  lorsqu'on  définit  la  tangente  en  un  point  M  comme 
limite  d'une  sécante  passant  par  M,  et  par  un  second  point  de  la 
courbe  infiniment  voisin  de  M.  Alors,  si  l'équation  de  la  courbe 
est 

7  =f{^)> 

l'existence  d'une  tangente  en  jM(rt,  b)  suppose  seulement  que 

h 

a  une  limite  déterminée,  mais  la  fonction  /(x)  ])eut  très  bien  ne 
pas  admettre  une  dérivée  pour  d'autres  valeurs  de  la  variable. 

II  est  clair  que  la  proposition  que  nous  avons  établie  permet 
d'énoncer  des  propriétés  analogues  relatives  à  l'existence  du 
cercle  osculateur,  de  la  sphère  osculatrice,  etc. 


Division  approjciniative  d'un  arc  de  cercle  dans  un  rapport 
donné,  à  l'aide  de  la  règle  et  du  compas;  par  M.  A.  Pellet. 

(Séance  du   iS  janvier  1888.) 

M.  Collignon  a  proposé  au  Congrès  de  Toulouse,  de  l'Associa- 
tion française  pour  l'avancement  des  Sciences,  une  méthode  pour 
diviser  approximativement  un  arc  de  cercle  en  un  certain  nombre 
départies  égales.  Cette  méthode  repose  sur  la  remarque  suivante, 
qui  lui  a  été  suggérée  par  un  dessinateur.  Soient  {Jig-  i)  AM  =  a 

un  arc  de  cercle  plus  petit  que  ->  AR  =  ma,  Pjji.  =  /?iPM  et  I  l'in- 
tersection de  OR  avec   [xv,   perpendiculaire  sur  PM.   Le  rapport 
TT-r  f  fonction  de  a  et  de  m.  varie  très  i)eu  lorsque  a  va  de  o  à  -> 
XVI.  8 


—  Ili  — 

mais  il  varie  scnsililcmcnt  lorsque  m  varie  de  o  à  rr-  Si  donc  on 
connaît  la  valeur  de  ce  rapport  pour  une  valeur  de  /;?,  on  pourra 

construire  le  point  R,  quel  que  soit  a.  Au  lieu  du  rapport  — , 

•1,1  [J.  I  .  •       •  1  o 

consiaerons  Je  rapj)ort  -~^;  ce  rapport  <;st  toujours  voisin  de  ~ 
lorsque  m  est  compris  entre  o  et  ^  et  a  inférieur  à  -;  d'oi!i  une 
construction  uniforme  pour  avoir  le  point  R,  quels  que  soient  m 


et  a.  L'erreur  commise  peut  facilemeni  être  rendue  inférieure  à 
■nnni  du  rayon. 

1.   Supposons  d'abord  AR  (juelconque  et  désignons-le  par  .-r. 

On  a 

[jil  _  m  sin  a  cos X  —  cos  a  sin X 
pR  sina"(cos.r  —  cos<7) 

dont  la  dérivée  est 

,_  —  m  sinacos^a.-  —  cosa  sin^a;  -+-  m  sina  cosa 
sin2a7(cosa-  —  cosa)^ 

Cette  dérivée  est  négative  lorsque  x  va  de  o  à  l'arc  dont  la  tan- 
gente est  égale  à  /«tangrt;  on  le  voit  aisément  en  prenant  la  dé- 
rivée du  numérateur 

—  m  sina  cos^a:  —  cosa  sin^.r   t-  m  sina  cosa, 

qui  est  égale  à 

'\  s\nx  cos2a'(  m  fiina  —  cosa  langar). 

Ce    numérateur  va    donc    en    augmentani    lorsipu!    .r  va   de  o   à 
arc  tang(m  langr/)  ;  or  il  esl  négatif  pcMir  ces  valeurs  extrêmes. 


-  iir»  — 

l)()nc,  lorsque  R  va  du   poiut  v  au   point  v,,  inlcrscctioii  de  la 

<;ircon(ercnee  avec  la  droilo  Ou,   \c  ra|)|)orl  —r-  va  en  diminuanl 

de  I  à  G.  Il  en  résulte  ([iie,  si  l'on  se  donne  la  valeur  de  ce  rap- 
port /■,  le  point  11  est  déterminé.  Soient  lî,  uw  point  de  l'arc  vv', 
II)  pi  sa  dislance  à  PM;  prenons  [j.I|  = /-p,  11, ,  la  droite  01)  ren- 
contre la  circonférence  en  un  point  Ro  compris  entre  H,  et  R,  et 
ainsi  de  suite.  On  peut  approcher  indéfiniment  dans  les  deux  sens 
du  point  cherché  R. 

2.  Pour  ?n  =  ^  cl  X  =  -,  on  a  r  =  |. 

Supposons  m  ■<  ^  et  posons  x  =  ma.  Le  rapport  devient 

m  sina  cos  ma  —  cosa  sin  ma 


sinma{cos  ma  —  cosa) 
_  (i  -H  m)  sin<7(i  — m)  —  (i  —  m)  sinrt(i  -4-  m  ) 
sin 2 ma  —  sina(i-H  m)-t-  sina(i  —  m) 
On  a 

(i  -v  w)  sina(i  —  7n)  —  (i  —  m)  sina(r  -f-  m)  =  f  m(i  —  m^)a^f{a), 
sin'i a/n  —  sina(i  -+-  m)  s'ina{i  —  m)  =     m(  i  —  m^)a^  '-pC^)» 

f((f)  et  C5(«)  représentant  les  séries 

f(a)  =  1 a2    -h- —f- rt4_..._^(_,yA,-a2'  +  .  . 

lo  4-5. 6. 7 

/s  I  -t-  3  m^     ,      (  I  -f-  3  ;/i"-  )'     ,  ^ .  ,^     „ . 


ou 


A=  3'''"^  my-i+^'—(j 


1 . 2 . 3 . 4  • .  •  (  2  i  H-  3  j  2  «i 

_       (  I  -(-  7?î  )2'-^3  _  (  I  _  /«  )2/+3  _  (  2  „i  y.i+3 

'  ~  1 . 2 . 3 . . .  (  2  i  -h  3  )  /«  (  I  —  m2  ) 

A,,  Rj  sont  des  fonctions  entières  de  m  dont  la  différence  est  di- 
visible par  I  —  9/'^"- 

T  A/  ,      ,  , 

Le  rapport  t^-  est  égal  a 

1(1 -m) 


p  désignant Pour  m  <i\,  /'  est  plus  grand  cpie  7,,  p-''^'  que 
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y^a/H-,-!  _^  (,  ^  py.i+'i^  cl  l'on  a 

I— /)2(  +  2 


I— /j2'+3—  (l— /?)2'H-t 


la  fraction  —  est  donc  })liis  grande  ^(i  —  /?«),  qui  csl  supérieure 

à  I  el  s'en  rapproche  indéfiniment  lorsque  i  tend  vers  l'infini.  Si 

7»^^,  on  verrait  de  môme  que  ~  est  plus  petit  que  ?,(i — m), 

qni  est  inférieur  à  i  et  s'en   rapproche  indéfiniment,   i  tendant 
vers  l'infini. 

La  fonction  ;■  est  égale  à 

3  cp(a)                •*             90  62.7.10 

Elle  est  égale  à  |  pour  a  =  o,  et,  a  augmentant  jusqu'à  7?  elle 
va  en  croissant  si  m  est  plus  grand  que  |  et  en  décroissant  si 
J7i  <:r^;  pour  a  =  ->  /'  est  égal  à  — •  En  effet,  on  a,  m  étant 

plus  petit  que  ^  et  a  que 


m 

sin 

> 
1 


et,  comme  /(«),  —f'{a),  o(«),   —  cp'(rt)  sont  positifs,    on    en 

déduit 

o{a)fia)-/ia)o'{a)<o.      . 

On  verrait  de  même  que,  pour  m  >  |,  on  a 

cp(«)/'(a)-/(«)9'(«)>o. 
Posons 

3  90        cp(a; 

/i  (  '^  )  A     1  1  >    ^       .  I  <     I      t:  1 

•— croit  lorsque  a  va  de  o  a  -  et  m  do  o  a  v-  ^a  valeur  ma\i- 

mimi  est  donc 

Vi  2  /    5.7:2' ~' 

et  /•  est  compris  entre 

I  —  0,0275(1  —  9/«2)  I    —  j    .      j  —  o,o322(i  —  9m2)f  -^  j  . 
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3.  Cherchons  la  distance  (hi  point  R,  correspondant  à  x  =  ma 
au  point  R  correspondant  à  /■  =  |.  Lorsque  a  =  -,  le  sinus  de  ce 
dernier  arc  est  ciral  a et  1  arc  kii-meme  a 

O  .1 


3  m 


_i_/3w.y         1.3     /in, 


Posons 


Tfm               .     ini        .       ,  „ , 
arc  sin  =  A  m(i  —  om-). 

2  2  ' 


A  est  une  fonction  de  tyï-  cpii  va  en  croissant  lorsque  m-  va  de  o  à 
\.  On  le  voit  aisément  en  remplaçant  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation  m-  par  ^  +  a  après  l'avoir  divisé  par  m.  Les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  a  sont  tous  positifs  etMe  terme 
indépendant  de  a  est  nul.  A  est  toujours  inférieur  à  o,i  et  sa  va- 
leur est  très  voisine  de  o,o8  pour  m  =  |,  de  0,07  pour  m  =  o. 

Supposons  (Jlg-  2)  a<<  -'  ''^<Cïï- 
Alors  AR,  >AR.  On  a 


ui 

0  désignant  l'are  RR(. 
Or 

mais 

par  suite 
et  il  vient 

d'ailleurs 


Il  I  sin  ma         .    ^ 
=  sino, 


l,I  =  /pR   -/piR,, 

Iil  =  /-(pR-p,Ki)  +  (/--/-i,)p,R,; 


.    ima  —  o 
p  R  —  pi  Ri  =  2  sin 


pR  —  p,Ri  <  sin  ma  sino, 
(/•  —  /•i)pi  Ri  sin  ma        /  ''     •   „         1    •     ■ 


01  ^  V         01 


PiRi=cos/n«  —  cos«,  piR,  sin/?irt=  ^ a^o{a) 


et 

I  —  ()  w- 


90 


cp(aj 
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d'après  le  n"  2;  par  conséquent, 


01  = 
l^a  fonction 


i8o(OI  — rsin2  ma)      ^         -^       -'      ^ 

cosa  +  f(cosAR  —  cosa)  _  a 
cosAK  3 


/  cas  a 

\         ,4  eus  A  R 


< 


i8o(OI  —  /"  s'in'^  ma)        i,to  cos^ ma 
atteint  sa  valeur  maximum  pour  a  =  -  et  m  =  ^5  /,  (a)  est  d'ail- 


Fiff.  2. 


leurs  toujours  inférieur  à  i  et  il  vient,  en  définitive, 

„    /■iaY        .    . 
o,i/??(i  —  9"ï   M-^-)   >sino. 

Si  m>>^,  f•^  est  supérieur  à  |,  AR^AR,;  les  calculs  pi-écé- 
dents  sidjsistcnl  avec  quelques  modifications;  dans  le  déuomiua- 
teur,  01 — rsm'-ma  doit  être  remplacé  par  01  —  /sin-AR,  et 
l'on  trouve  que 

i(p,  —  ()m2)m(^'J 

est  toujours  [)lus  ^rand  en  valeur  absolue  que   sino  et  de  même 
signe. 

■i.   Dans  la  prali(pie  du  dessin,  toute  distance  inférieure  à  ^  de 
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millimèlrc  osl  négligeable.  On  pourra  donc  substituer  le  [)oint  lî 
au  point  II,  lorsque 


—  mil  —  qm^)  [  —  I 
7  V  ^  / 


n,  désignant  le  rayon  du  eercle,  sera  inférieur  à  0,0002.  Lorsque 
K,  le  rayon,  est  plus  petit  que  o"",.!©,  cette  limite  n'est  pas  at- 
teinte, quel  que  soit  /«,  supposé  toujours  plus  petit  que  .7,  pourvu 

que  a  soit  inférieur  à  ~;  en  opérant  doue  sur  le  reste  de  la  divi- 
sion d'un  arc  par  ^5  le  résultat  pourrait  être  considéré   comme 

rigoureux.  En  outre,  lorsque  m  est  voisin  de  r,  ou  de  |,  il  est 
avantageux  de  diviser  l'are  dans  le  rapport  ~  —  /m,  d'où  l'on  dé- 
duira facilement  la  fraction  m. 


Sur  les  lignes  de  courbure  de  certaines  surfaces  gauches; 
par  M.  (^H.  BiocHE,  professeur  au  Lycée  de  Douai. 

(Séance  du    18  janvier   1888.) 

L 

On  sait  que,  si  la  ligne  .de  striction  d'une  surface  gauche  est 
ligne  de  courbure  et  si  le  paramètre  de  distribution  des  plans  tan- 
gents est  constant  (ce  qui  arrive  pour  la  surface  gauche  de  révolu- 
tion), le  système  des  lignes  de  courbure  auquel  appartient  la 
ligne  de  striction  divise  les  génératrices  en  segments  de  longueur 
constante,  et  l'autre  système  détermine  sur  les  génératrices  des 
divisions  homographiques  ('). 

Je  me  propose  de  faire  voir  que  ces  surfaces  sont  les  seules 
dont  les  lignes  de  courbure  divisent  les  génératrices  en  seg- 
ments égaux  ou,  plus  généralement,  en  segments  homogra- 
phiques. 

Si  l'on  appelle  s  l'arc   de  la  ligue  de    striction   d'une  suiface 


(')    Paul  Skrket,   Théorie  géoinéliique   et  mécanique  des   lignes   à  double 
courbure,  ]).  i")-. 
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gaiiclie,  /•  le  serment  de  i^éacrairicc  compris  entre  un  point  de  la 
siirCace  et  le  point  central  corres[)ondaut,  une  relation  entre  r  et  5 
définit  une  courbe  sur  la  surface.  Si  l'on  désigne  par  0  l'angle 
d'une  génératrice  avec  la  ligne  de  striction,  par  k  le  paramètre  de 
distribution  correspondant,  par  ti  la  courbure  de  la  section  nor- 
male tangente  à  la  ligne  de  striction  (ces  trois  quantités  étant 
fonctions  de  l'arc  5),  l'équation  diflérentielle  des  lignes  de  cour- 
bure peut  s'écrire 


(>)    { 


(  k  si'iO  ^  4-  \ki{il  -  k  sinO  cosO)/-2+  sin  0  -"^  r  4-  il\  ^ 

i 

/  H-  (  1  +  A-2  r^  )(  i>  cos 0  —  k  sin  0 )  4-  cos  0  sin  0  -^-  r  =  o. 


Cherchons  dans  quels  cas  les  génératrices  d'une  surface  gauche 
sont  divisées  en  segments  de  longueur  constante  par  des  lignes  de 
courbure,  ou,  autrement  dit,  dans  quels  cas  des  solutions  de  l'é- 
quation (i)  ne  diirèrent  que  d'une  constante. 

Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  un  trinôme  du  second 

deffré  en  /•  dont  les  coefficients  sont  fonctions  de  s  et  de  ^-)  et 
^  as 

par  suite  ne  changent  pas  si  l'on  augmente  /•  d'une  constante. 
Pour  que  l'équation,  étant  vérifiée  par  /■  =  /•',  le  soit  par  r  =  r'  -{-  c, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  c,  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  véri- 
fiée pour  deuK  valeurs  de  c.  On  a  ainsi  les  trois  «'quations 

(2)  {il  —  k  sinO  cosO)-j — 1-  i>  cosO  —  k  sinO  =  o, 

as 

àk    .    ,   idr  ,\ 

(S)  _„nO^-^^.-f-cosOJ  =  o, 

dr^  dr 

(4  )  /.•  sin 0  -r-  -t-  0  -7-  -H  ii  cosO  —  k  sin  0  =  o. 

ds^  ds 

Pour  une  surface  gauche  ^i  ^  o,  et  les  lignes  de  courburiî  ne 
pouvant  |)Tis  être  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  tout 

l(!  long  d'une  de  ces  lignes  —, — hcosO  est  diffc-rent  de  o,  de  sorte 

<|iic  I  équation  (  .i  )  ne  j)eut  être  vérific-c  <|iie  si  /»■  =  const. 

De    plus,  en   combiiianl    |)ar  soustraction   les   é(juations  (<)  et 

(4),  on  a 

,    .    ,   /dr  , \  dr 

\  ((s  /  ds 
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les  Irois  proiiiiors  fiicloiirs  élaiiL  dinV-rcnls  <lc  o,  dans  les  condi- 
lioiis  du  prohlèine,  les  équations  considérées  ne  peuvent  cLrc  vé- 
rifiées en  même  temj)s  que  si  -^  ^  o,  c'est-à-dire  si  l'on  a,  avec 

/»•  =  const., 

il  cosO  —  />■  sin  0  =  o. 

D'autre  part,  il  est  évident,  si  Ton  se  reporte  à  l'équation  (i), 
que  ces  conditions  sont  suffisantes.  Donc,  si  les  lignes  de  cour- 
bure (V un  système  divisent  les  génératrices  d^ une  surfcœe 
gauche  en  segments  de  longueur  constante,  la  ligne  de  stric- 
tion est  ligne  de  courbure  et  le  paramètre  de  distribution  est 
constant.  Alors  le  sjstènie  de  lignes  de  courbure  auquel  appar- 
tient la  ligne  de  striction  étant  donné  par  —  =  o,  l'autre  est  donné 

par  une  équation  de  Riccati  et,  par  suite,  d'après  un  théorème 
connu,  détermine  sur  les  génératrices  des  divisions  homogra- 
phiques. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  toutes  les  surfaces  carac- 
térisées par  ce  seul  fait,  d'avoir  leurs  génératrices  divisées  homo- 
graphiquement  par  un  système  de  lignes  de  courbure.  On  sait  ([ue 
si  un  système  de  lignes  de  courbure  possède  cette  propriété,  il 
doit  être  déterminé  par  une  équation  de  Riccati 

-^'^  +  M/'2+Nr-t-P=o. 
as 

On  voit  alors  que  l'équation  (i),  considérée  comme  une  équation 
du  second  degré  en  -^,  donne  pour  -y  deux  expressions  ration- 
nelles et  entières  en  /•.  Donc,  si  l'on  résout  l'équation  (i),  la 
quantité  sous  radical,  qui  est  du  quatrième  degré  en  /•,  devra  être 
carré  parfait.  La  considération  des  termes  du  quatrième  et  du 
troisième  degré  montre  immédiatement  que  sa  racine  est  de  la 
forme 

(■3)  /,.2(()_.  A-j;in()cosO)/-2-(-sinO  V  '■ -+- R, 

as 

R  étant  fonction  de  s  seulement  et  devant  vérifier  simultanément 
trois  équations  de  condition.  On  peut  éviter  la  discussion  do  ce 
système  d'équations  en  remarcjuant  que  le  trinôme  (5)  ne  diffère 
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ri  no    nnr    lr>    I 

ds 


tlu  cocfficicnl  de  -j-  que  par  le  lermc  indépendanl  II;  de  sorte  que 


l'une  des  valeurs  de  -p  serait 
as 

dr  _  R  — Q 

ds        k  sinO 

Le  système  de  lignes  de  eourbure  diviserait  les  génératrices  en 
segments  égaux;  or  on  a  vu  plus  haut  que  cela  ne  peut  arriver  que 
si  ce  système  est  donné  par  /■=:const.  On  retrouve  les  surfaces 
déjà  obtenues.  Donc,  si  les  lignes  de  courbure  cV un  système 
divisent  honiop; rapliirj uement  les  génératrices  d'une  surface 
gauche,  les  autres  divisent  les  génératrices  en  segments  de 
longueur  constante,  et  inversement  ('). 

On  peut  voir  facilement  que  la  division  homograpliique  ne  peut 
pas  se  réduire  à  une  division  en  segments  proportionnels. 


11. 

On  obtient  des  résultats  qui  me  semblent  intéressants  si  l'on 
exprime  les  conditions  pour  qu'une  courbe  soit  à  la  fois  ligne  de 
courl)ure  et  ligne  de  striction  d'une  surface  gauche,  au  moyen  des 
éléments  géométriques  qui  définissent  cette  courbe  et  la  position 
de  la  génératrice  (jui  s'appuie  sur  elltî  en  chaque  point. 

Une  ligne  c  est  définie  par  ses  deux  courbures  w  et  ttî  ;  la  ])osi- 
tion  d'une  droite  qui  s'appuie  sur  c,  par  les  cosinus  ).,  \x,  v  des 
angles  qu'elle  fait  avec  la  tangente,  la  normale  principale  et  la 
binormale.  Pour  réduire  au  minimum  le  nombre  des  paramètres, 
on  peut  poser 

X  =  cosO.         [JL  =  sinO  coso,         v  =  sinOsina>. 

A-vec  ces  notations,  la  condition  pour  que   r  soit  ligne  do  stric- 
tion est 

(i)  —, — i-  tocoso  =  o; 

as 


(')  Ce  résultai  a  clé  énoncé  par  M.  I-cliiMiMc  dans  une  Noie  parue  «laiis  les 
Comptes  rendus  (iG  janvier  i88<S)  au  liicunrni  uù  je  venais  de  leriiiiucr  la  rédac- 
tion de  ce  travail. 
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la  condition  ponr  fjiic  c  soil,  lii^nc  de  courbure  est 

(.)  .  --j-o. 

Enfin,  lorsque  c  est  ligne  de  striction,  le  paramètre  de  distribu- 
tion est  donne  par 

(3)  A- =  77 -^  -+- (o  cotO  sincs. 

Des  cin^  quantités  k^  0,  cp,  w,  -rt,  fonctions  de  l'arc  5  qui  entrent 
dans  ces  relations,  les  deux  premières  restent  invariables  lors- 
qu'on déforme  une  surface  gauche.  Si  0  n'est  pas  un  angle  droit, 
les  trois  équations  donnent  ca,  o)  et  -,  autrement  dit,  déterminent 
les  cléments  nécessaires  pour  définir  une  surface  gauche  sur  la- 
quelle sont  applicables  toutes  les  surfaces  (A,  9)  correspondant  à 
un  système  donné  de  fonctions  k  et  9,  cette  surface  ayant  sa  ligne 
de  striction  pour  ligne  de  courbure. 

En  effet,  si  -r-  ^  o,  les  équations  peuvent  s'écrire 


ds 


dO  ,  ^  d%  '  f/c5 

-y- tangcp -t- A- tangO  =  o,  -^ — h  cocos  0  =  0,  tt -i  =  o, 


équations  qui  donnent  un  système  unique  de  valeurs  pour  les  trois 
inconnues. 

Si  -^  =  o,  9  n'étant  pas  droit,  les  équations  prises  sous  leur 

première  forme  donnent 

cû  =:  go",         71  =  o,         A •  =  o)  cotO  ; 

les  surfaces  (A",0)  sont  alors  applicables  sur  une  surface  dont  la 
ligne  de  striction  est  plane.  En  particidier,  si  /k==const.,  cette 
ligne  est  un  cercle  et  la  surface  correspondante  la  surface  gauche 
de  révolution. 

Si  0  =  go",  c'est-à-dire  si  les  surfaces  (A,  0)  sont  des  surfaces 
de  binormales  ou  des  conoïdes  droits,  les  équations  ne  pourraient 
pas  avoir  lieu  simultanément,  et  d'ailleurs  il  est  évident,  a  priori, 
que  la  ligne  de  striction,  étant  orthogonale  aux  génératrices,  ne 
peut  devenir  ligne  de  courbui^e  par  suite  d'une  déformation  de  la 
surface. 

Donc,  toute   sur/ace   iiciuche  (jui  n'est  pas  une  surface  de 
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binormales  ou  un  conoïde  droit  peut  être  appliquée  sur  une 
sur/ace  gauche  dont  la  ligne  de  striction  est  ligne  de  cour- 
bure, et  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Si,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  considère  w  et  tz  comme 
connus,  z»  et  8  se  déterminent  par  des  quadratures 5  ce  qui  montre 
qu'on  peut  toujours  faire  mouvoir  une  droite  s'appuvant  sur  une 
courbe,  de  façon  que  cette  courbe  soit  ligne  de  striction  et  ligne 
de  courbure  de  la  surface  engendrée;  on  peut  prendre  arbitraire- 
ment une  position  de  cette  droite  et  alors  la  surface  est  complète- 
ment déterminée. 


Sur  la  durée  du  jeu  ;  par  M.  Delakwoy. 

(Séance  du  7  mars  188S.) 

Dansles  Coniptesrendusde  l'Académie  des  Sciences  du  -^3  jan- 
vier 1888  (p.  253),  M.  llouché  a  donné  la  solution  du  problème 
suivant  : 

Pierre  et  Paul  jouent  V  un  contre  V  autre  avec  des  probabilités 
égales.  Ils  possèdent  chacun  n  francs  avant  d' entrer  au  jeu;  à 
chaque  partie  le  perdant  donne  un  franc  au  gagnant,  et  le  jeu 
ne  cesse  que  lorscjue  Vun  des  deux  joueurs  est  ruiné.  Quelle  est 
la  probabilité^  pour  cjue  le  jeu  se  termine  juste  à  la  fin  d'une 
partie  de  rang  assigné? 


M.  Rouelle  arrive,  à  l'aide  de  longs  calculs,  à  la  valeur 

P  =  ^^ sm -  cosI^-2 sin  —  cosH— 2 \-. .. 

in  L       ''^  2/i  II  111 

-(-(—  !)'•-'  sin —  COSSJ--2 '-     . 

n  ■).  Il       J 

Reconnaissant  que  cette  formule  ne  se  prête  pas  aisément  au  cal- 
cul numérique,  il  en  donne  une  transformation,  dans  les  Comptes 
rendus  du  Jo  janvier  : 

_  l-l-C— 1)1^-"  n  V{\x) 


'C-^'-)'-(^--) 
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Ccltc  valeur  ne  nous  paraît  pas  exacte;  Pemploi  de  Tcchiquier 
nous  en  fournit  une  difTércnte. 

Soit  [JL  le  rani;  assigné  à  la  partie  finale.  Pour  que  l'un  des  joueurs 
soit  décave  après  cette  [jl'"""  partie,  et  pas  avant,  il  faut  et  il  suffit: 

1°  Que,  pendant  le  cours  des  [x  —  i  premières  parties,  la  difi'ércnce 
entre  les  pertes  et  les  gains  de  l'un  ou  l'autre  joueur  n'ait  jamais 
dépassé  n  —  i .  Nous  obtiendrons  tout  à  l'heure,  au  mojen  de  l'échi- 
quier, la  probabilité  P,  pour  que  cette  condition  soit  satisfaite; 

2°  Que,  après  les  [jl  —  i  premières  parties,  la  différence  entre  les 
pertes  et  les  gains  de  l'un  des  deux  joueurs  soit  égale  k  n  —  i .  La 

probabilité  Po  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  égale  à     ^^    •  Remar- 
ia —  /i  ,  ,  ,  .        , 
quons,  en  passant,  que,  ■ devant  être   un   nombre   entier,   Je 

problème  n'est  possible  que  si  jx  et  n  sont  de  même  parité.  Nous 
poui-rons  donc  poser 

•  et  nous  aurons  alors 

p    _      P+fZ-l  . 

3"  Il  faut  enfin  que  la  dernière  partie  soit  perdue  par  le  joueur 
qui  en  a  déjà  perdu  n  —  i  de  plus  qu'il  n'en  a  gagné.  La  probabi- 
lité pour  qu'il  en  soit  ainsi  est 


11  nous  reste  à  déterminer  la  valeur  de  P, . 

Soient  X  le  nombre  des  pertes  d'un  joueur,  etj^lc  nombre  de  ses 
gains.  Représentons  les  pertes  par  des  pas  horizontaux  sur  un  échi- 
quier et  les  gains  par  des  pas  verticaux.  Le  nombre  des  ai-range- 
ments des  X  et  des  y,  tels  que  la  différence  des  pertes  et  des  gains 
(abstraction  faite  du  signe)  ne  dépassepas/i  —  i  ,est  égal  aunombre 
de  manières  dont  une  tour,  marchant  seulement  dans  les  sens  -^  et 
\^  peut  se  rendre  de  l'origine  O  sur  une  case  x,  y  àe.  l'échiquier 
OBDAEG,  déterminé  en  prenant,  sur  les  axes  OX  et  OY,  deux 
points  B  et  C,  dont  les  distances  à  l'origine  soient  égales  h.  n  —  i 
pas,  et  en  menant  par  ces  points  des  parallèles  à  la  diagonale  OA. 

Désignons  respectivement  par  IL-,)-,  Rj;,r  et  Q.r,>-  le  nombre  de 


—  12()  — 

manières  donl  la  tour  peut  aller  du  point  O  sur  une  case  :i',y  de 
l'échiquier  hexagonal  OBDAEC,  de  l'échicpiier  penlagonalOBDAY 

cl  de  réchiquier  carré  OXAY.  La  prohabililé  P,  est  égale  à  tt^ • 

Vx,y 


Il  est  facile  de  démontrer  (  '  )  que 
On  a,  d'autre  part, 

t'.r,_r  =  "x,y  —  i-^y—n^x+n  H"  t\x—2n,y+2n        "y— 3n,ar-*-3«  +  ■  •  • 

Ry-(2/i— l)ra,x+(2/i-t)«  "+"  Rx— 2/<«,>-+2/<n) 

(a/i  —  \)n  et  2/in  désignant  les  plus  grands  multiples  de  /?  qui  ne 
rendent  pas  les  indices  négatifs. 
Par  suite  on  a 

"x,y  ^=  ^3:,y        V^— «,J'-t-«  —  ^y—n,x-hri  "+"  s!)— 2«,x+2«  -H  •  •  • 

—  Q^y-(2/i—l)ii.x-h(i/i—\ui  -'r-  V-r-2/j«,j-(-2/j« 

OU  bien  encore 


/-•  V  r>X~ll  pY-n  px-ii 

x,y  —  ^x+) '-"J-i-.)  ^J^+>  "*"  ^•«;+.)' 


py_(2//-I)«  pX-i/lll 


car  on  sait  que  Qx,/  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  de  .r  -\-y 
lettres  prises  x  h  x  ou  y  à  j'. 

Pour  les  cases  de   l'échiquier  hexagonal  dont  les  coordonnées 
satisfont  aux  relations 


(a) 


x-i-y  =  ii  —  i==p-'r-c/  —  i, 


X  —  y  =:  n  —  I 


(  '  )  La  cIcmonslraLion  est  analogue  i'i  celle  que  nous  ftvons  donnée  pour  l'échiiiuicr 
Irianmilairc,  dans  une  Noie  sur  l'emploi  de  l'écliiiiuier  pour  la  solution  de  [)ro- 
Idèines  arilliuiéli(|ues,  Noie  «iiii  a  été  publit'c  dans  les  Cni)ij)lcs  rendus  {/e  f'Asso- 
cifftion  /rn/iraisi'  /Kiiir  /'m'artrcnirnl  des  Sriv/ircs  (  Conpi'r-s  de  Nancy.   iH.SG). 
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on  a 

rx-kn  «r-(/.-l)«~l  . 

^x+y     —  '^x+y  1 

on  pciil  donc  écrire 

n/-iv  /~<y-l         pV-K         /-.>■-«- 1  f^y-i.1ll-ï)n         (^y-2li~\)n-\ 

x,y  =  ^xi-y  —  ^'x+y        ^x+y  ~t~  ^x+y       -^-  •  .  •        ^x-i-y  '+'  ^U^) 

OU  bien,  en  remplaçant  x  et  _)'■  par  leurs  valeurs  tirées  des   rela- 
tions (rt), 

^•^       p     !J--'       p-h/i     1^    '        .         ^        '^      p-i-ln        ^-^ 

Xn  étant  le  plus  grand  multiple  de  /i  contenu  dans  rj. 
Par  suite, 

La  probabilité  cbercliée  P  est  égale  au  produit  P,  Po  P;j  ;  on  a 
donc 

La  valeur  de  P  donnée  par  M.  Rouché  se  réduitau  premier  terme 
de  notre  formule.  Elle  correspond  donc  à  la  marche  de  la  tour  sur 
l'échiquier  pentagonal.  Cette  marche  assure  bien  la  condition  que 
les  pertes  de  l'un  des  joueurs  ne  surpassent  pas  ses  gains  de  plus 
de  /?  —  I  ;  mais  elle  permet  à  ses  gains  de  surpasser  ses  pertes  d'une 
quantité  plus  grande.  Cela  ne  doit  pas  avoir  lieu  d'après  l'énoncé 
du  problème,  car  alors  l'autre  joueur  serait  décavé.  A  l'échiquier 
pentagonal  il  faut  donc  substituer  l'échiquier  hexagonal  qui  assure 
que  la  différence  entre  les  gains  et  les  pertes,  abstraction  faite  du 
signe,  ne  dépasse  jamais  n  —  i.  On  arrive  alors  à  notre  formule. 

Il  nous  paraît  probable  que  M.  Rouché  n'a  pas  tenu  compte, 
dans  ses  calculs,  de  cette  condition  que  non  seulement  les  pertes 
d'un  joueur  ne  doivent  pas  dépasser  les  gains  de  plus  de  n  —  i, 
mais  aussi  qu'il  doit  en  être  de  même  pour  l'excès  de  ses  gains  sur 
ses  pertes. 

La  valeur  assignée  à  P  par  M.  Rouché  correspondrait  au  cas  où 
l'on  permettrait  au  joueur,  qui  serait  décavé  le  pi-emier  avant  la 
jj^ierne  p^j-^Jg^  Jq  rcconstitucr  indéfiniment  sa  mise. 

Notre  solution  présente  un  des  exemples  les  plus  frappants  que 
nous  connaissions  de  l'utilité  de  l'éclii(|uier  pour  simplifier  la  solu- 
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lion  de  certains  prolilèmes.  L'application  de  ce  procédé  nous  a 
permis  de  trouver,  presque  sans  calculs,  la  valeur  de  P,  tandis  que  les 
méthodes  ordinaires  ne  la  fournissaient  qu'au  moyen  de  calculs 
aussi  longs  que  compliqués. 

Cette  question  de  la  durée  du  jeu  a  été  traitée  par  Iluygens, 
Moivre,  Laplaee,  Lagrange,  Ampère  et  par  M.  Jose])h  Bertrand 
sous  la  forme  suivante  : 

Un  joueur  expose  à  un.  Jeu  de  Jiasard  la  z?"^'"''  partie  de  sa 
fortune  et  renouvelle  V  épreuve  indéfiniment.  Quelle  est  la  pro- 
habilité pour  cpCil  se  ruine  et  que  la  (  2  jjl  H-  n)"'"'^  partie  jouée 
lui  enlève  son  dernier  écu? 

Ce  problème  est  plus  simple  que  celui  que  nous  avons  traité. 
La  solution  serait  donnée  immédiatement  par  la  marche  de  la 
tour  sur  l'échiquier  pentagonal.  La  probabilité  cherchée  serait 

C  r\>- 

|JL  -I-  rt      2|A+n-l    ^2(X-f-/!-l     I    _  Il  /  I  \  2[A-t-«  (2  [JL  H-  71  —  l)  ! 

1  \x  -\-n\iJ  [JL  !  (  ijL  -\-  n)\ 

Elle  est  égale  au  premier  terme  de  notre  formule  divisé  par  2. 
11  était  facile  de  prévoir  qu'il  devait  en  être  ainsi,  puisque  dans 
ce  cas  on  détermine  à  l'avance  le  joueur  qui  doit  être  ruiné  après 
la  (2|JL  +  /î)"""'  partie,  et  pas  avant. 


Propositions  et  questions  diverses;  par  M.  E.  Catalan. 

(Séance  du  18  avril  1S88.) 

i.   Sur  les  fonctions  X.,1.  — Dans  mon  premier  Mémoire  sur 
cette  théorie,  j'ai  démontré  la  formule 

(i)       X,i=  partie  n-cllc  (le —^    I      cos"ti  (a:  costf -f- /— 1  sino)    d(i. 
Tout  récemment,  j(;  me  suis  iq)crru  (pTon  |)eul    la  remplacer  par 
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celle-ci  : 

(•2)  X„  =  —    /      sin" '^  (.r  sincp -1- / — [  cns's)"  do, 

''  •  () 

laquelle  n'est  soumise  à  aucune  restriction. 

Cette  formule  (:>.),  beaucoup  plus  simple  que  la  célèbre  formule 
de  Jacobi 

ru  

{ûT  — \/^2  —  [gin  to)"  dii), 

est-elle    nouvelle?  Je  m'adresse  pour  le  savoir  à  mes  confrères 
de  la  Société  mathématique. 

2.  De  la  formule  (:<),  on  déduit,  presque  sans  calcul,  divers 
résultats,  plus  ou  moins  importants,  que  l'on  trouvera  dans  mon 
sixième  (et  dernier)  .Mémoire  sur  les  fonctions  X»,  imprimé 
parmi  ceux  de  l'Académie  de  Belgique. 

3.  Quelques  théorèmes  empiriques.  —  Le  journal  Mathesis  a 
publié,  en  décembre  dernier,  une  Question  proposée  par  M.  01- 
tramare.  Cette  question  m'a  fait  songer  au  théorème  empirique 
suivant  : 

n  étant  un  nombre  entier,  soit  /?,  la  somme  des  diviseurs  de 
«,  inférieurs  à  //,  soit  n^  la  somme  des  diviseurs  de  /?,,  infé- 
rieurs à  /i,;  etc.  Cela  posé  :  les  nombres  n,  «i,  n..2,  ...  tendent 
vers  une  limiteX,  laquelle  est  i  ou  un  nombre  parfait. 

Si  cette  proposition  (vérifiée  sur  divers  exemples)  est  vraie, 
elle  doit  être  fort  difficile  à  démontrer. 

Dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique,  j'ai  énoncé 
divers  théorèmes  empiriques;  celui-ci,  par  exemple  : 

n  étant  un  nombre  entier,  la  quantité 

6  /i'^  -f-  6  /i  —  3 
est  la  somme  de  trois  carrés,  entiers  et  positifs  (  '  ). 

(')  Dans  le  Mémoire  intitulé  :  Hec/ierclie  sur  quelques  produits  indéfinis, 
j'ai  donné,  au  moyen  des  séries  elliptiques,  ce  théorème  remai-quabie  : 

Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  huit  carrés  im.pairs. 

Il  serait  intéressant,  nie  scmbie-t-ii,  d'en  trouver  une  démonstration  élémen- 
taire. 
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Noie  sur  un  théorème  de  Géométrie  cinématique  ; 
par  M.  J.  Réveille. 

(Séance   du    7    mars  1888.) 

La  courbe  M  roule  sur  la  courbe  F  en  entraînant  son  plan.  Pre- 
nons sur  M  un  point  Oo  infiniment  voisin  de  0|  et  joi';nons  tous 
les  points  d'une  conicpie  C  passant  par  les  points  O,  et  O2  à  ces 
deux  mêmes  points;  nous  avons  ainsi  deux  faisceaux  bomogra- 
pbiques  dont  les  sommets  sont  O)  et  Oo. 


Après  un  déplacement  infiniment  petit  de  la  courbe  M,  le 
point  O2  vient  en  O,,  sur  la  courbe  V  cl  devient  le  centre  instan- 
tané de  rotation.  Le  faisceau  de  droites,  dont  le  sommet  est  en  O!,, 
est  maintenant  l'ensemble  des  normales  aux  trajectoires  des  points 
de  la  conique  C.  Les  points  de  rencontre  des  droites  du  faisceau 
O'.,  et  du  faisceau  O,  sont  alors  les  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires décrites  par  les  points  de  la  coni(|u('  (^,  et,  comme  ces  fais- 
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ceaii\  sont  rcslrs  homogra[)liiquos,  ces  ccnU'cs  de  courbure  sont 
sur  une  conique  passant  par  les  points  0|  et  O!, . 

Le  faisceau  O'^  est  égal  au  faisceau  O^;  donc  les  ravons  de  ces 
deux  faisceaux,  qui  sont  homologues  d'un  même  rayon  du  fais- 
ceau O),  font,  avec  les  tangentes  res|)ectives  en  O.,  et  O!,  aux 
courbes  M  et  F,  des  angles  égaux. 

Soit  O,  ;  la  tangente  à  la  conique  C  au  point  O,  ;  considérons-la 
comme  un  rajon  du  faisceau  O,  ;  le  rajon  homologue  du  faisceau 
0-2  est  évidemment  OjO,,  et,  par  suite,  le  rayon  homologue  du 
faisceau  O!,,    c'est-à-dire  O'.,/),  forme,  avec  la  tangente   0'.,rj,  un 

angle  égal  à  l'angle  OjOo^y.   Le   point  p  est  donc  un  point  de  la 
conique  C. 
Appelons 

ds  la  longueur  commune  des  arcs  0,0o  et  0,0!,  des  courbes  M, 

F,  GetC; 
R„,  R,.,,  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbes  au  point  O,; 

a   l'angle  O,  O, r/  ou  — î^  ; 
a'  l'angle  0,0!, ly  on  — r-; 
z  l'angle  OoOi/ou— |-; 
z'  l'angle  t/)0'.,  ou  — ^• 

Dans  le  triangle yj> O!,  O, ,  l'angle  O'.,  est  égal  à  a  -h  a',  l'angle  O, 
est  égal  à  a  -}-  a' —  s,  et  l'on  a  la  relation 

s'  =  (  a  -4-  a'  )  -f-  (  oc  +  a'  —  £  )  =  •>.  (  a  -I-  a'  )  —  z 
ou  encore 


(I) 


Tv  ^  R  ~  M  r;  ^  Fp 


Les  faisceaux  O-,  et  O,,  étant  égaux,  l'intersection  s  de  deux 
rayons  homologues  est  sur  une  circonférence  passant  par  les 
points  O2,  q  et  O'.,;  donc  les  points  i/i  et  ni'  ne  peuvent  se  con- 
fondre que  sur  cette  circonférence.  A  la  limite  cette  circonfé- 
rence, dont  le  rayon  deviendra  nul,  passei'a  par  les  quatre  points 
d'intersection  des  coniques  C  et  C,  qui  auvonl  (ilors  leurs  axes 
paraUèlcs. 
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La  conique  C  peut  cire  remplacée  par  un  sjslème  formé  d'une 
droite  quelconque  D  el  de  la  tangenle  au  point  O,  à  la  courbe  M. 
La  courbure  de  la  conique,  en  ce  point,  est  alors  nulle,  et  la  rela- 
tion (i)  devient 

Si  la  droite  D  passe  à  l'infini  dans  le  plan,  la  conique  C,  qui 
lui  correspond,  la  coupe  alors  aux  points  cycliques  du  plan  et 
devient  le  cercle  I,  dont  le  rayon  est  donné  par  la  relation  (2)  et 
qui  contient  les  centres  de  courbure  des  lignes  décrites  simulta- 
nément par  les  points  de  l'infini. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  de  Rivais  : 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  des  trajectoires  de  tous  les 
points  d'une  droite  D  est  une  conique. 

El  Ton  peut  ajouter  : 

Les  coniques  G  correspondant  à  toutes  les  droites  D  du  plan 
ont  pour  cercle  osculateur  commun  au  point  Ox  la  circonfé- 
rence \. 

D'ailleurs,  les  axes  de  la  conique  C  sont  parallèles  aux  bissec- 
trices des  angles  formés  par  la  droite  D  et  la  tangente  au  point  O, 
à  la  courbe  AL 


Sur  le  genre  des  courbes  planes  triangulaires:  par  M.  V.  Jamet. 

(Séance  du  21  mars  18S8.) 

M.  Halphen,  à  qui  l'on  doit  d'importantes  recherches  sur  le 
genre  des  courbes  planes  algébriques,  a  signalé,  dans  les  Notes 
(|u'il  a  ajoutées  au  Traité  des  courbes  planes  de  Salmon,  une 
catégorie  de  coin-bes  planes  dont  il  est  facile  de  déterminer  le 
genre.  Ce  sont  les  courbes  définies,  en  coordonnées  polaires,  par 
l'équation 

(i  )  /"*=  cosXO. 

on  /•  désigne  un  nombre  commonsurable,  précé(l('  du  signe  -\-  ou 
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"du  signe  — .  Ces  courbes  s'obliennenl  en  Iransforniant,  par  voie 
d'homographie,  les  courbes  que  de  la  Gournerie  avait  étudiées 
en  i<S65-i866,  sous  le  nom  de  courbes  triangulaires.  Celles-ci 
sont  représentées,  en  coordonnées  homogènes,  par  l'équation 

(-2)  X/'+ Y/'-i-Z/'=o, 

h  désignant  un  nombre  commensurable,  positif  ou  négatif.  Si 
l'on  y  fait 

(cosO -1- isinO), 

i  sinO). 


Z 

a 

a 

Y 
Z 

_  x—yi 
a 

=  -(cosO 
a 

Celte 

équation 

devient 

iri'^  cos/iO  H-  a'^  - 

ou 

■— ''  = cos(—  M  ), 

2 


et,  si  Ton  suppose =  i,  A  =  —  A,  on  retrouve  l'équation  (i). 

M.  Halphen  a  montré  que  le  genre  des  courbes  précitées  ne  dé- 
pend que  du  numérateur  de  la  fraction  k]  peul-être  n'est-il  pas 
sans  intérêt  de  montrer  comment  toute  courbe  triangulaire  corres- 
pond, point  par  point,  à  une  autre  courbe  triangulaire,  dépourvue 
de  points  multiples,  et  dont  l'exposant  est  égal  au  numérateur  de 
l'exposant  de  la  courbe  donnée  ('). 
Soient 

on  peut  supposer  que  les  lettres/;,  q  désignent  des  nombres  en- 
tiers premiers  entre  eux,  et  l'équation  (2)  deviendra 

(3)  X    n-^y    'i-\-i  =  o. 


Posons 


X  =  ii-'J,        y  =  u~P. 


nous  trouverons 

(4)  uP-^vP-^i  =  o. 


(')  D'après  les  dcnoininalions  adoptées  par  de  la   (jouracric.    le  nombre  h  esl 
l'exposanl  de  la  courbe  (2). 


—  i:h  - 

Si,  dans  celte  dernière  éqiialion,  u,  v  désignent  les  coordonnées 
cartésiennes  d'un  point,  mobile  sur  une  courbe,  on  voit  qu'à 
chaque  point  (?^,  t')  pris  sur  la  courbe  (4)  correspond  un  point 
(j",  )')  de  la  courbe  (3).  Je  dis  que,  réciproquement,  à  cliatjue 
point  (.r,y)  de  la  courbe  (3)  correspond  un  point  (u,  v)  de  la 
courbe  (4)i  et  un  seul;  en  d'autres  termes,  que  si  les  variables  m,  r 
vérifient  l'équation  (4),  on  peut  regarder  chacune  d'elles  comme 
une  fonction  rationnelle  des  variables  j",  y  qui  entrent  dans  les 
formules  de  transformation. 

Supposons  d'abord  l'exposant  de  la  courbe  donnée  positif  et 
écrivons  l'équation  (4)  sous  la  forme 

—  UP  =  I  +  V/'. 

puis  élevons  les  deux,  membres  de  cette  nouvelle  équation  à  la 
puissance  r/;  nous  trouvons,  en  tenant  compte  des  formules  de 
transformation. 

Pour  abréger,  écrivons  cette  équation  sous  la  forme 

( 5 )  Ao 4-  A 1  vi>  +  Aa  t^-/'  -f- . . .  4-  A,/_i  ('(7-2'/^  =  o. 

Ao  désigne  une  fonction  entière  de  x  et  àe y,  de  degré/?;  A,,  Ao, 
A3,  .  .  . ,  A^_,  sont  des  coefficients  numériques.  En  multipliant  le 
premier  membre  de  cette  équation  par  r/*  et  tenant  compte  de  la 
condition  )'=  r^,  on  trouvera  successivement 

1   A^.-ijK  -t-Aoi'/'-i-AîP-^-t-. .  .-t-Ay-ot^^'Z-i'/'n^  o, 

I  A^_2jK -T-A./-,.r,p/'+Aot'2/' -+-... +  Ay_3i>(y-i'/'^o, 

I    AïK      +A.2.xr/'  +  A3j'i'2/'-H. .  .-i-Aoi''"-"/'— o. 

Les  équations  (5)  et  (6)  constituent  un  système  de  q  équations 
linéaires  par  rapport  aux  q  —  i  paramètres  <'/',  r-/',  «•'/',  ..., 
ç{q-^)p.  Soit  A  le  déterminant  de  tous  leurs  coefficients;  ce  poly- 
nôme est,  par  ra|)port  à  .r,  r,  de  degré  ju/^  et  TcMpuilion  A  =  o 
n'est  autre  que  l'écpialion  (3),  mise  sous  forme  rationnelle;  car, 
d'après  de  la  Oourncrie,  celle  équalion  doit  être  du  degré /?^.  Il 
s'ensuit  que,  si,  dans  l'un  (niclcoinpic  des  mineurs  du  premier 
ordre  de  A,  on  considère  ./',;)'  comme  les  coordonnées  d'un  point 
pris  au  hasard  sur  la  courbe  (3),  ce  mineur  n'est  pas  nul;  car,  s'il 
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élail  toujours  nul,  il  y  aurait,  cuire  les  eooidounées  d'un  |)oinl 
pris  arbitrairement  sur  celte  courbe  ,  une  relation  de  degré 
moindre  que  pq^  ce  qui  est  absurde.  Donc  il  est  [)0ssible  de  ré- 
soudre, par  rapport  à  i'P,  v'-p,  v'-^p,  ...,  v'-t~'-^'>P^  le  système  des  équa- 
tions (6).  On  trouve  ainsi  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  àey. 
Mais,  |)armi  les  nombres  />,  :^/>,  3/>,  ..-,  {q  —  i)/>,  il  eu  est  un 
qui,  divisé  par  ^y,  donne  pour  reste  i.  Soit  hp  ce  nombre,  et  soit 

ki>  =  a(j  -h  i. 

iJ'après  ce  qui  précède, 

/'désignant  une  fonction  rationnelle.  On  en  déduit 
d'où 

V    ■ —     5 

■ya 

ce  qui  démontre  l'énoncé. 

Si  l'exposant  de  la  triangulaire  considérée  est  négatif,  on  ob- 
servera qu'elle  correspond,  point  par  point,  à  une  triangulaire 
d'exposant  égal  et  de  signe  contraire,  et  que  celle-ci  correspond, 
point  par  point,  à  une  courbe  telle  que  la  courbe  (4)- 

On  voit,  en  outre,  que  celle-ci  n'a  aucun  multiple  et  que,  par 

conséquent,  elle  est  du  genre  ^~^  ^  ~  ^   •  Donc,  enfin,  toute 

1-       i>  ,     P  1  (  P  —  ')(/'  —  2) 

trianirulaire  d  exposant  ±  -  est  du  genre  — 

0  I  ^y  o  2 


Réduclibililé  des  équations  différentielles  linéaires; 
par  M.  FABaY. 

(Séance   du   21    mars   1888.) 

Soit  une  équation  dilTérentielle  linéaire  homogène  dont  les  coc(- 
licients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  ^, 

..   d'i^Y       ..  rf"'--'r  f,        dy       ,, 
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Il  s'agit  de  chercher  s'il  existe  une  équation  d'ordre  moindre  et  de 
même  forme,  dont  toutes  les  intégrales  vérifient  l'équation  don- 
née (i),  et  de  calculer  ses  coefficients. 

Nous  exposerons  d'abord  quelques  principes  sur  lesquels  repose 
la  solution  de  la  question.  Soit  x  :^  a  une  valeur  singulière,  une 
intégrale  anormale  de  l'équation  (i)  est  de  la  forme 


(2) 


{X- 


s„    I  œ(.r-a)    "  | 


¥{{x-ay,  log(.r-a;\  (:?•  —  «)]. 


o  étant  un  polynôme  entier  en  [x  —  a)    "',   v  un   nombre  entier, 

)_ 
F  une  fonction  entière  en  (./■  —  «)'' et  log(.r  —  a),  dont  les  coef- 
cients  sont  des  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  de 
X  —  a.  Si  log(.r —  a)  entre  à  la  puissance  tx,  cette  intégrale  est 
d'ordre  [jlv,  c'est-à-dire  que  l'on  en  déduit  ixv  intégrales  distinctes 
de  l'équation  (i).  Si  v^  i,  l'intégrale  est  normale;  si  cp  =  o,  elle 
est  régulière. 

Si  l'on  cherche  les  intégrales  de  forme  précédente,  on  en  trouve 
m  distinctes;  mais  les  séries  qui  v  entrent  sont,  en  général,  diver- 
gentes. Soient  j^,,  y<>,  . .  .,  y„,  ces  fonctions  mises  sous  la  forme 
(2).  Si  l'on  forme  l'équation 


y 

yt 

yn, 


les  coefficients  peuvent  se  développer  sous  la  forme  (2);  les  loga- 
rithmes disparaissent,  ainsi  que  les  exposants  fractionnaires  dans 
les  séries,  de  sorte  que  ces  coefficienls  sont  de  la  forme 


d>"y 
dx'" 

clm-\y 
dx'"-^ 

dy 
dx 

d"\Yx 

d"'-iyi 

dyy 

dx'»- 

dx"t-^ 

dx 

d"\Yi 

d"^-iyi 

dyi 

dx"^ 

dx"^-^ 

dx 

d'»y,n 

d'"-'y,„ 

dy,, 

dx"' 

f/.r'"-' 

dx 

(X 


aye^^ .»-«/  Va„(x  — a)". 


Les  séries  S  peuvent  être  divergentes,  mais  il  est  facile  d'en  cal- 
rulrr  un  nombre  de  ternie:^  détermine.  Soient  P|,,  P,,  ....  P)„  ces 


—  i;{7  — 

coefficients.  SI  l'on  ramène  le  j)rcmicr  à  une  valeur  !*„  en  formant 

les  (Mianlités  Po  n^5   ^o  nr  »  •••>  ^opT^'   que  l'on  ordonne   suivant 

les  puissances  croissantes  de  .r  —  «,  on  cloit  retrouver  les  mêmes 
termes  que  dans  les  développements  de  P,,  P.,  •  •  • ,  V,n-  Si  l'équa- 

tion  (i)  a  ses  coefficients  entiers,  les  fonctions  Pq,  rrr  se  réduiront 

à  des  polynômes  limites,  et  les  termes  que  l'on  pourrait  calculer 
en  plus  seront  identi(|uement  nuls. 

Supposons  que  l'équation  (i)  admette  toutes  les  intégrales  d'une 
équation  de  même  forme 

r/"y  d'^-^y  dy 

Si  l'on  remplace  dans  (i)  -^  et  les  dérivées  suivantes  de  l' par  les 

valeurs  déduites  de  (3),  on  doit  trouver  une  identité.  Les  inté- 
grales de  forme  (2)  que  l'on  obtient  pour  l'équation  (3)  vérifient 
identiquement  l'équation  (i),  même  lorsque  les  séries  sont  diver- 
gentes; donc  les  n  intégrales  anormales  de  l'équation  (3)  sont 
comprises  parmi  les  ni  qu'on  obtient  pour  l'équation  (1). 

Connaissant  l'équation  (i)  et  l'ordre  n<^in^  nous  allons  chercher 
dans  quel  cas  l'équation  (3)  existe  et  comment  on  peut  calculer  ses 
coefficients.  On  peut  toujours  supposer  q^i^=o,  Çi,  rj.y.,  •••,  </« 
étant  des  fractions  rationnelles  que  l'on  peut  décomposer  en  frac- 
tions simples.  Ainsi 

^'       {x  —  ay    '    (x  —  ay-^       '"       x  —  a        {x  —  bf 

Dv  ,-.  ^  ^  h  k 


rt,  b,  ...  sont  les  valeurs  singulières  de  x  dans  l'équation  (i);  a,  a', 
a",  ...  sont  des  valeurs  d'apparence  singulière  pour  (3)  qui  ne 
sont  pas  singulières  dans  l'équation  (i),  de  sorte  que  l'équation 
déterminante  de  (3),  pour  .2;  =  a, 

ç>{p  —  \)  .  ..{ç>  —  n^l)-^\  Ç){Ç)  —  \).  .  .{rj  —  /i_t_2)-4-...  =  0, 

a  n  racines  entières  différentes  et  inférieures  à  wi.  Il  en  résulte  que 
/  est  un  nombre  entier  négatif,  compris  entre  —  i  et  — n{m  — n). 
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Pour  X  =  r/,  on  calculera  les  intégrales  anormales  de  l'équa- 
lion  (i  )  et  l'on  en  clioisira  n  qui  doivent  vérifier  l'équation  (3),  en 
remarquant  ({ue,  si  l'on  prend  une  inléj^rale  de  forme  (2),  on  doit 
prendre  en  même  temps  celles  qui  s'en  déduisent. 

Soit 


dx'^-'^ 


dvx 
dx 

dx 


Yi 


7" 


=  e-^(.r  — rt)'^'F; 


S'-5  est  un  polvnome  entier  en  ,  F  une  série  dont  le  premier 

'  '      •  X  —  a  ^ 

terme  n'est  pas  nul,  mais  qu'il  est  inutile  de  calculer;  l'exposant  A, 

diflère  de  S/'  d'un  nombre  entier  que  l'on  peut  calculer  facilement. 

Pour  que  ces  n  intégrales  vérifient  l'équation  (3),  il  faudra 

71  = 

ce  qui  détermine  dans  ^,  les  termes  à  exposants  négatifs  en  x  —  a. 

En  général,  les  m  intégrales  anormales  de  l'équation  (i)  peuvent 

se  grouper  /?.  à  n  d'un  nombre  limité  de  manières,  et  l'on  en  déduit 

les  valeurs  possibles  pour  les  termes  en dans  </) .  Cependant, 

si,  parmi  les  m  intégrales  anormales  de  l'équation  (1),  on  en  trouve 


A' 

—  ^"  es'- 

Al 

F' 

A 

X  — a 

F 

deux  ayant  le  même  facteur  [x  —  ayé 


\_{.r-a)     ^J 


et  qui  ne  se  dé- 


duisent pas  de  la  même  intégrale,  il  faudra,  dans  certains  des 
groupes  de  n  intégrales,  laisser  des  constantes  arbitraires  pour 
obtenir  tous  les  groupes  possibles.  On  pourra  toujours  former  un 
nombre  limité  de  valeurs  de  A,  dans  lesquelles  il'^  sera  complète- 
ment déterminé;  A,  sera  eu  général  déterminé  et  F  sera  une  série 
contenant  un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires;  si,  pour  cer- 
taines valeurs  des  constantes,  les  premiers  termes  de  F  disparais- 
sent, l'exposant  A)  sera  augmenté  d'un  nombre  entier,  mais  dans 
tous  les  cas  on  aura,  pour  S©  et  A(,  un  nond)re  limité  de  valeurs 
possibles.  Dans  le  coefficient  f|^^  on  pourra  donc  calculer  les  sys- 
tèmes de  valeurs  possibles  pour  les  coeflicicnts  Ay,  Av_),  . . .,  A|, 
^I3v ,  .  .  .,-H|,  .  .  .  correspondant  à  chaque  valeur  singulière  de  x,  or, 

De   même,  pour  la  valeur   singulière  ./■=ioo,'  on  cbcrcliera   les 


i:{!» 


intégrales  régulières,  normales  el  anormales  île.  l'('(|ualion  (ijsous 
la  forme 


(i)'  '^  F(^    ^  log^,  :r-'). 


On  formera  les  groupes  possibles  de  ces  intégrales  n  à  /i  cl,  [)our 
chaque  groupe,  le  délerminanl 


A  =: 


En  ordonnant  q,  suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  on  doit 


avoir 


A  "  '         or         F  . 

d'où 

Gp,x!A^...-i-G,^H-Go  =  — i:^',        ^À  =— i:A,+  K; 

or  A,  a',  .  . .  doivent  être  des  nombres  entiers  négatifs. 

On  devra  donc  chercher,  jiarmi  les  valeurs  possibles  de  A,, 
B|,  ...,  K,  s'il  existe  un  système  tel  que  +  ^A)  —  K.  soit  un 
nombre  entier.  Pour  connaître  (y,,  il  ne  reste  qu'à  déterminer 
)v,  a',  ...  et  a,  a',  ...  ;  pour  jc  =  oc,  on  développera  le  déterminant 

A  et  la  série  F(  -  );  on  doit  avoir  l'identité 

7l  =  7 -h.  .  .-f-  • h.  .  .-!-  L.o-4-  LiJ7+.  .  .-+-  Gix^H-+   >, 

^         {x  —  af^  x  —  a  ^  ^x  —  OL 

-_  A!  -_  V  '^'!^  _  II' 
-     j^  -    ^?  +  -     p- 

F  est  en  général  une  série  divergente;  mais  cette  égalité  indique 
([ue,   si  l'on  développe   les  deux  membres  suivant  les  puissances 

croissantes  de  -■,  les  coefficients  sont  identiques.  Cette  condition 

X  1 

est  équivalente  à  la  suivante  : 


^  ./•  —  a 


Av  Al  K       F' 


{x  —  ay  x—a         '         X        F 


liO  — 


(x  —  a  )-^'  (x  —  a'  )-">■' .  .  . 

(x  —  a)-^i(x  —  6)"i  .  .  .  x~*^ 


Av 


Pg     (v-i-li(.r— «)•' 


A; 

x-—a 


-S), 


(-ir{-:r- 


g.     iv— I.(.r— ///' 


A, 


—  Sa  est  un  nombre  entier  positif;  on  calculera  dans  la  série  F 
un  nombre  de  termes  supérieur,   et   l'on  développera  le  second 

membre  suivant  les  puissances  de -;  on  devra  trouver  un  poly- 
nôme entier  qui  est  égal  à  (^  —  a)~^'(a:  —  a')~^' ...  ;  si  l'on  cal- 
cule d'autres  termes  en  -,  ils  doivent  être  identiquement  nuls. 

Remarques.  —  Dans  le  cas  particulier  où  la  valeur  j:  =  x  n'est 
pas  singulière  pour  l'équation  (i),  K  sera  un  nombre  entier  com- 
pris entre /i(/i —  i)  et /?(m  —  i);  on  pourra  toujours  développer 
les  n  intégrales  et  F  en  y  laissant  des  constantes  arbitraires,  et,  en 
exprimant  que  i^x  —  a')~^(^  —  a')~''. . .  se  réduit  à  un  polynôme 
entier,  on  aura,  en  général,  des  équations  qui  détermineront  les 
constantes. 

Dans  l'équation  (3),  on  connaîtra  ainsi  le  coefficient  </,  et  les 
développements  des  n  intégrales  anormales  pour  chacune  des  va- 
leurs singulières  rt,  ft,  ...,  x.  On  se  servira  de  ces  développements 
pour  calculer  dans  les  coefficients  ^2?  •••?  ((n  les  termes  ayant  des 
puissances  négatives  ^(t  x —  «,  x  —  b,  . .  . ,  et  de  la  valeur  x  =^  ce 
on  déduit  les  termes  entiers  en  x. 

Ainsi 


72 


A.: 


A't 


H,. 


B', 


(x  —  ay^ 
-+-  G'o  -i-  G\x- 


X  —  a 

-C'aX\^-- 


{x  —  by 
h 


i\i 


x  —  b 

i; 


M' 

_(_ . — _  _|_ _( 

(x  —  a)"-       X  —  a       {x  —  a  )2       x — a 


où  il  ne  reste  d'inconnus  fjue  LL'...,  iMM'....  Mais,  pour  la 
valeur  x  =  oc,  on  peut  développer  les  n  intégrales  anormales  et, 
par  suite,  le  coefficient  q.,]  on  en  déduira  le  développement  de 


2 


C  .r  —  a  ï^ 


-1- 


I\l 


2^ 
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et  il  suffit  de  calculer  un  nombre  de  termes  é'^al  à  deux  fois  le 
nombre  des  valeurs  a,  a', ...  pour  en  déduire  les  coefficients  L,  M. 
La  même  méthode  permet  de  calculer  tous  les  coefficients  de 
l'équation  (3);  il  faudra  ensuite  vérifier  si  l'équation  donnée  (i) 
est  une  conséquence  de  (3). 

Application.  —  Soit  l'équation 

id"'Y                              d"'^—^y                                              d'"—^v 
-j-^H-(A,a?-i- A.)  -. v  +  (^^2^^-+-  ALx-i-A")  ■- ^  -h  . . . 
-l-y(A„,a?'«—  A;„j7'«-i  +  A"„a7'«-2+  . . .)  =  o, 

qui  n'a  que  la  valeur  singulière  ^  =  oo,  pour  laquelle  on  trouve  m 
intégrales  de  forme  normale 


7  =  e    '- 


■c.r        r         C,       G,  1 

L  X  x^  J 

où  B  est  racine  de  l'équation 

B'«  +  AiB'«-i  +  ...-f-  A;„  =  ffi(B)  =  (), 

^  ^  _  a;  v,'»-^  +  A',  B'»-2  H- ...  -h  a:„ 


?'(B) 

B-+-C2        9"(B) 
•2  çp'(B) 

C[(m— i)A;B"'-2H-(m  — 2)A;B^"-3+...-i-A;„_t]+A';B^t-2+...+A';„ 

cp'(B) 

Pour  que  l'équation  donnée  soit  réductible  au  premier  ordre, 
il  faut  que,  parmi  les  m  valeurs  de  p,  il  y  en  ait  une  entière  néga- 
tive ;  il  devra,  en  outre,  exister  m  —  i  relations  entre  les  coeffi- 

4  1)1-  "^  V +  <"■'■    r, 

cients  A,  que  ion  obtient  en  posant  y  =  6    '^  L  et  en  expri- 

mant que  l'équation  en  Z  admet  pour  intégrale   un  polynôme  de 
degré  —  p. 

Par  exemple,  si  m  =  2,  pour  que  l'équation 

^  +  (Ai^ -+- A'i)  ^  +  (Ai^2  + a;  ^ -f- a;  )  j  =  o 
soit  réductible,  il  faut  que 


—   14^2  - 

Il  étant  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  et  celte  condition  est 
suffisante. 

On  peut  simplifier,  dans  bien  des  cas,  les  calculs,  en  remar- 
quant que,  pour  qu'une  équation  soit  réductible  à  l'ordre  /?,  il 
faut  que  l'équation  adjointe  soit  réductible  à  l'ordre  m —  n. 

Ainsi  l'équation  (4)  ^  pour  adjointe 

dont  les  intégrales  normales,  pour  ^  =  oc,  seront  de  la  forme 


e      2 


B  et  C  ayant  les  valeurs  précédentes  et  p'=  /«  —  i  —  p. 

Ainsi,  pour  que  l'équation  (4)  soit  réductible  à  l'ordre  m  —  i, 
il  faut  que  p'  ait  une  valeur  entière  négative,  c'est-à-dire  que,  parmi 
les  m  valeurs  de  p,  il  y  en  ait  une  entière  supérieure  à  m  —  ;^  ;  il 
doit  en  outre  exister  m  —  2  relations  entre  les  coefficients  A. 

Par  exemple,  pour  chercher  si  l'équation  du  troisième  ordre 

-\- y {S.'^x'^ ■\-  k'^x"'  -i- A'^a^-f- Aj)  =  o 
est  réductible,  on  formera  les  équations 

B3-^  Al  B2-t-  Aa  B  -H  A3  =  o, 

A;Ba-f-A;B  +  A'3 
3B2-i-2AiB  +  A2  ' 

_  (B-4-G2)(3B+Ai)-t-C(?.A'iB4-A;)-t-A;B-f-A'; 

^  3B2-r-2A,B-HA2 

On  a  trois  valeurs  pour  p^  pour  que  IT-quation  donnée  soit  réduc- 
tible, il  faut  que  l'une  de  ces  trois  valeurs  soit  entière  (positive 
ou  négative),  mais  différente  île  i;  en  outre,  il  doit  exister  une 
relation  entre  les  coefficients  A. 
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Au  sujet  du  dc^clopprutriil  (le  colô  on  sriir  de  J'idcllons; 
par  M.  DE  Pkesle. 

(Séance  du  i8  avril   1888.) 

L'application  du  lliéorème  de  M.  Mittag-Leffler  donne 

cot-  =  G(;;)  -H  -  -H  'V   — t^ :' 

n  =±i,  ±2,  ±3,   ..., 

G{z)  étant  une  fonction  holomorphe  de  z,  dont  la  dcterniinalion 
est  le  but  de  la  présente  Note. 
Nous  avons 

G(5)  =  cot;: 7  -, — -• 

Proposons-nous  de  démontrer  que  G(c)  ne  tend  vers  l'infini 
pour  aucune  valeur  de  z  dont  le  module  tende  vers  l'infini. 

1"  Remplaçons  :;  par  x+ji,  en  supposant  que  j)^  ne  soit  pas 
nul, 

cota7cot(yi)  —  I  •  V  •^+7* 

■^    '        cota? -f- cot(  jj)         x-^yi       ^^  ii-{x -\-yi— nr^) 

Le  premier  terme  du  second  membre  ne  tend  jamais  vers  l'in- 
fini; en  effet,  siy  tend  vers  l'infini,  cot(  vt)  tend  vers  i,  d'ailleurs, 
col(r/)  ne  tend  vers  l'infini  que  si  y  tend  vers  zéro,  et,  si  cot:r 
tend  vers  l'infini,  la  limite  de  ce  terme  est  col{yi). 

Le  second  terme  du  second  membre  ne  tend  jamais  vers  l'infini. 

La  somme  qui  constitue  le  troisième  terme  du  second  membre 
ne  tend  jamais  vers  l'infini,  car  les  dénominateurs  ne  contiennent, 
comme  facteur,  aucune  discontinuité  de  la  fonction. 

2"  Il  ne  nous  reste  donc  qu'à  considérer  le  cas  de  y  nul  ;  on  a 


G(ar)  =  cota: 7  ; 

X       Âmi  nrAx  —  nr. 


Le  premier  terme  du  second  membre  tend  vers  l'infini  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  tendant  vers  iniz^  m  étant  un  nombre  en- 
tier, positif  ou  négatif,  et  pour  celles-ci  seulement. 

Le  second  terme  est  fini  pour  toutes  les  valeurs  de  x  ne  tendant 
pas  vers  zéro. 


-  144  — 

La  somme  qui  consliluc  le  troisième  terme  ne  tend  vers  l'infini 
que  pour  les  valeurs  de  x  tendant  vers  /;?7i;  et,  même  pour  ces 
valeurs,  cette  somme  est  finie,  abstraction  faite  du  terme  corres- 
pondant à  la  discontinuité.  Pour  ce  terme,  remplaçons  x  par 
x' -\-  niTi  et  considérons  la  différence 

cot  (  X  -r-  ni  -  )  —  —  - 


Nous  pouvons  écrire  cette  différence 


cota? , • 

X        m  T. 

Si  x'  tend  vers  zéro  et  m  vers  l'infini,  cette  différence  tend  vers 
zéro. 

3°  Ainsi  G(^)  ne  tend  vers  l'infini  pour  aucune  valeur  de  z  dont 
le  module  tend  vers  l'infini  et,  par  suite,  est  une  constante. 

4"  Cette  constante  est  nulle,  car  pour  des  valeurs  de  x  égales 
et  de  signe  contraire,  G(x)  doit  avoir  des  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire  :  donc 

cotz  —  - -hy\ — r—^ -, 

z       ^^  n-^{z  —  n-) 
n=±i.  ±2,  ±3,   .... 


Note  sur  le  procédé  le  plus  simple  de  calcul  des  nombres 
de  Bernoulli;  par  M.  Williot. 

(Séance  du  0  juin  i888.) 

De  nombreuses  méthodes  ont  été  proposées  pour  simplifier, 
autant  que  possible,  le  calcul  des  nombres  de  Bernoulli  ;  mais  il 
ne  semble  pas  que  l'on  ait  tiré  un  parti  suffisant  des  remarquables 
formules  de  Seidel,  généralisées  par  M.  Stern. 

M.  K.  Catalan,  en  démontrant  le  théorème  de  Slaudt  et  (]lau- 
sen,  a  signalé  comme  avantageux  (')  l'emploi  des  nombres  entiers 

(')  Ihilletin  des  Sciences  ninl/ieni(t(ii/iics.   •' sLiie,  T.  TV  (mars  i88o). 


—   I  45  — 
t:t  impairs  l\,,  délormincs  pnr  la   foriiiiilc 

mais  les  forimilcs  complexes  qui  lui  servent  au  calcul  de  P-^n  sont 
un  ol)slaclc  à  l'application  de  celte  mélliodc.  Déjà  M.  Edouard 
Lucas,  après  avoir  démonlrc-  la  S('(;onde  lormule  de  Scidcl  ('), 

(a)     (  2-^"  —  I  )  B2«  -+-  /i2(  ■>--"--  —  I)  ^hn-2  -4-  «V  (  '>.-"-''  —  I  )  Bo^-V  +...  =  <>, 
remai'fpK^  (pie  cette   formule  éipiivaul   à    Tcxprcssion    svmholique 

P"(  P  -H  I)"  =  O, 

où  les  exposants  doivent  être  transformés  en  indices  après  le  dé- 
veloppement. 

Si  l'on  transforme,  à  l'aide  de  cette  équation,  les  P._>„  en  d('ter- 
mliiants,  on  constitue  le  Tableau  suivant,  loiiné  très  siMq)lem('nt 
au  moven  des  coefficients  hinomiaux  : 


l'2«  = 
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La  réduction  très  facile  de  ce  déterminant  nous  donne  aisé- 
ment dans  la   première   colonne,    en   dehors   de   l'.j  r=  i .    P.,  =  -», 

[>,=  :],  Ps  =  ,7,  p,„=, :.,•),.... 

[^a  sim|)li(ication  résultant  de  l'emploi  de  la  formule  (a)  de 
iNL  Seidel  est  donc  considérable;  mais  les  nombres  Po»  ont  mal- 
heureusement une  croissance  bien  plus  rapide  encore  que  celle 
des  nombres  de  Bernoulli,  et  nous  croyons  jdus  avantageux  d'avoir 
recours  à  l'autre  formule  de  M.  Seidel,  en  la  transformant  d'une 
laçon  analogue. 

Cette  formule 

B"+i(^B  --1-  t)"  -+-  B"  (B  +  i)«+'  =  o 

(')  nulletin  de  1(1  Société  niotlicmatii/uc  de  Friinre.  l.  VIII,  n"  5  (1880),  p.  l'p.. 
XVI.  10 


-   lid  — 
donne  par  dt'veloppemenl 

(  Y  -^  —~  ]  ^i>, -^[n:i-~{n  -*-  1 13  ]  B.„  -, 

-+-[«5+  («  H-  l)5]B.,„-^i-)- 

selon  que  n  est  pair  ou  impair. 
Or  on  a,  identiquement, 

rip -^(n  -i-  i)j,=  (n  -h} ),,  x 

On  peut  donc  écrire,  en  faisant  (') 

Q2„=  (-m  -f-ijBj,,, 


B„ 

[i  +  (/»  -+-i)]B„+, 


nn  —  P  H-  i 


0^, 


i  =  o, 


selon  que  n  est  pair  ou  impair.  On  supprimera  le  dénominateur 
commun  [n  +  1),  et  l'on  pourra,  en  remarquant  que  les  Q  d'indice 
impair  sont  nuls,  écrire  symboliquement 

Q"(n-  Q)"+i=  o. 

En  admettant  Q„=  i,  Q,= — i,  on  peut  développer  en  déter- 
minant cette  formule  et  poser 


{'}.n-¥-  i)B2„  =  Q2« 


(—1)"- 


i.2.3...(n  -+- 1) 
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(  '  )  Fiilcr  a  ronrnnUt-  la  si  rio  de  rcs  nombres  Q^^^  dans  la  sommation  de  la  série 
I  I  I  I  ■>.'"-' n'" 


i'" 


i..J.3...(a"-i-i)  ^"'' 
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Lii  loi'in;!!  ion  de  ce  clélcniiinaiil  avec  les  coeKicienls  hiiioiiiiaiix 
est  des  plus  simples. 

Celte  siniplifiealiort  est  (railleurs  naturelle,  élanl  donné  que, 
suivant  la  loi  de  l\LM.  Slandt  et  Clausen,  le  dénominateur  de  B^// 
ne  doit  contenir  aucun  facteur  premier  compris  entre  {n-\-i) 
et  (■>./<  H-  i). 

Le  desideratum  serait  de  faire  sortir  du  déterminant  tous  les 
facteurs  non  premiers  compris  entre  i  et  (■>,/?  +  i);  multiplions, 
par  les  facteurs  non  premiers 


9,       '5, 


:VJ,       39,       4>,       5i,       57, 
35,  53, 


les  colonnes  dont  le  dernier  chinVe  est  Tunité  et  correspond  au 
même  nombre  à  rextrémité  de  la  ligne.  Nous  jiourrons  alors  di- 
viser respectivement  les  lignes  par  4,  (3,  <^,  <),  10,  li,  i4,  i'),  '(), 
18,  et  laire  sortir  des  déterminants  tous  les  nombres  non  premiers 
<pii  figurent  au  dénominateur 


{in  -+-i)}i,,i  =  Q2«  = 


(  —  I  )'■ 


I .  i .  3 . 5 . 7 .  1 1 .  1 7 
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Nous  ne  conservons  ainsi  au  dénominateur  que  les  nombres  pre- 
miers compris  entre  I  et(/i-|-  I  ).  Mais  nous  avons  à  faire  disparaître, 
par  la  réduction,  les  facteurs  9,  iT),  yi,  2-,  .  .  .  que  nous  avons 
introduits,  et  nous  profiterons  naturellement  pour  cette  élimina- 
tion de  ce  que  ces  facteurs  de  la  forme  (2  /i  -t-  i)  doivent  diviser  les 
déterminants  suivant  la  loi  de  MM.  Standt  et  Clausen. 

La  réduction  de  ces  déterminants  ne  présente  d'ailleurs  aucune 
difficulté.  Elle  conduit  aux  formes  suivantes,  dans  lesquelles  le 
dénominateur  comprend  les  nombres  premiers  de  2  à  (/?  +  ()  et 
le  nombre  (2/?  4-  i)  s'il  est  premier. 
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On  trouve  ainsi 


„    854518.5.7.11 

«22=  


8545i8 


B,x  = 


B,„  = 


(-!)«- 


(  2 /t  +  1)2.8.5.7.1  1.  18.17 
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3"  De  /?  =  I  T)  à  /«  =  I  -. 
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2 . 8 . 3 . 7 . I I . I 8 . 1 7  2.8.5.17 


î^e  calcul  ne  comprend  que  des  mulliplicalions  et  des  additions, 
et  s'elTectue  aussi  rapidement  que  le  permet  l'imporlance  des 
nombres  en  question. 

On  trouve  ainsi  une  confirmation  de  la  loi  de  MM.  Standt  et 
(^lausen.   Nous   avons   iii(li(pi('  ici  uni;  n'duclicm  suc(;cssivc;  mais 


Ii9 


ou  nounait  l'-^alemciit  calculer  diiccleinciiL  un  (N'IcriniiiaiiL  quel- 
conque, c'esl-à-dirc  un  nonihrc  (|uelconque  de  Jiernoulli. 

Nous  sommes  d'ailleurs  arriv(''  à  ces  délerminanls  en  réduisant 
l'expression  immédiate  du  eoeincienl  de  la  lorniule  d'Euler 


\V(.r}  =  /iV{x)+Xi^F'(.r)  - 


\,\  F"  (-2  )  h-^  +  A3  A  F"'(x)/vi- 


-f-  A,„\F"'(x)h"'  +  .. 


(|ui  est 


A„,  = 
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=  (-1) 
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I.2.{m-+-I)  I.2.//1  i.?..{m  —  \)     I.2.(/?l  —  2) 

délenninani  symélfiquc  formé  avec  les  [m  -h  \)  premières  fonc- 


tions 


r(P 


Nous  ne  donnons  pas  ces  calculs,  un  peu  étendus,  qui  ne  font 
que  conduire  à  la  formule  de  Seidel. 


Obseri'ations  de  M.  Rouché  en  réponse  à  une  Note 
de  M.   Delannoy  ('). 

Je  n'ai  commis  aucune  erreur  de  principe.  Mon  travail  se  com- 
pose de  deux  parties  distinctes  :  dans  la  première,  j'ai  donné  la  so- 
lution e JC ac t e  f\n  |)roblcme  sous  forme  trigonométrique  ;  dans  la 
seconde,   tout   à   lait  étrangère   au    Calcul   des    probabilités,  j'ai 


I 
I 

I 
1 .2 


(  ')  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  l.  \VI,  p.  i2'|. 


—  \m  — 

clierclié  à  incllre  la  soliillon  sous  (orme  algcbri(|iic  ;  le  raisonne- 
ment est  juste,  mais  à  la  dernière  ligne  j'ai  ("ait  une  faute  de 
calcul  en  efl'ectuant  la  division  linaic;;  voilà  tout. 

Quant  à  la  longueur  du  calcul,  c'est  afl'aire  d'appréciation. 
D'aucuns  préféreront  sans  doute  avec  moi  l'emploi  des  théories 
classiques  des  fonctions  symétriques  et  des  déterminants  à  celui 
de  l'échiquier  pentagonal  ou  hexagonal,  dont  je  ne  méconnais  pas 
d'ailleurs  l'utililé. 


/icnia/y/ifcs  ft/if/i/)i('fi//i/t's  su/'  les  noinhres  rontposrs ; 
par  M.  C-A.  L\isAiNr. 

(Séance  du  (i  juin  i.sSK.) 

Décomposition  des  nombres  en  facteurs. 

1,  Si  un  nombre  N,  décomposé  en   ses   facteurs  premiers,  est 

égal  à 

a'J-b'^c^  ...  />>, 

on  sait  que  le  nombre  de  ses  diviseurs,  D(N),  est 

(i)  (i  +  a)(.-^  p)(i-t-Y)---<'  + '0. 

le  nombre  N  lui-même  et   l'unité  étant  considérés  conHiie  divi- 
seurs. 

Cette  formule  (i)  donne  évidemmenl  le  nombre  de  façons  dont 
le  nombre  N  peut  être  décomposé  en  deux  facteurs  (parmi  lesquels 
N  et  l'unité  peuvent  figurer)  lorsque  l'on  considère  ('onjme  diffé- 
rentes les  deux  décompositions  des  formes  IH^  et  QP.  Soit 
/?2(N)  =  D(N)  ce  nombre. 

2.  Cherchons  maintenant  de  combien  de  manières  le  nombre  N 
peut  être  décomposé  en  trois  facteurs,  en  regardant  toujours 
comme  décomposi lions  diflerentes  celles  (pii  diffèrent  par  l'ordre 
des  fadeurs,  et  en  adnieltant  l'unité  [)arnii  les  facteurs  possibles. 

Pour  y  arriver,  nous  remaripieions  (pi(\  si  nous  prenons  comme 
premier  facteur  un  diviseur-  (nicicoïKpic  o,  cl  si  N  =  oo',  nous  au- 
rons un  nombre  df   di'cDiiipusilions  rorrr^pondanles  égal    à  celui 
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(les  déconi|)Osili()iis  de  o'  ru  deiw  facLcur.s,  c'csl-à-dirc  D(o').  (  )ii 
peut  c(i  dire  aiilanl  de  Ions  les  diviseurs,  cl  par  conséquent  le 
nombre  clierché  /«:i(N)  est  ïl)(o'),  le  si<^nc  ï  s'élcndanl  à  lous 
les  diviseurs. 

Afin  d'efFecLucr  celle  soininalion,  considérons  h;  développe- 
ment 

(■>.)     (i-i-rt-f-a^-!-..  .-+-  a*)('n-/>  -i-...-l-/>»fi).  .  .(i-+-  /  +  .  ..-f-  A), 

dont  les  termes  donnent  les  diviseurs. 

Soit  aP/jf  .../'■  l'un  quelconque  ù'  de  ces  termes  :  nous  aurons 

D(0')  =  (i+/>)(H-fy  )...(,  -4-,-). 

Si  donc  nous  remplaçons  dans  le  développement  (2)  chacun 
des  éléments  par  l'exposant  augmenté  d'une  unité,  nous  obtien- 
drons précisément  le  résultat  cherché  SD(o'). 

Les  fermes  entre  parenthèses  deviennent  alors 


('^"^^'^  +  ")=(.-.-.)(i 


I-f-p-  (,^^)(^n_|^^ 


I-|-2M-...-|-l-T-A=  (l-(-A)ll-+- 

cl  le  produit  est 

(3)  ,MN)  =  «,(N,(,+  ï)(,+  2)...(,^-^). 

Un  raisonnement  identique  nous  montrera  que,  pour  avoir  le 
nombre  de  décompositions  en  quatre  facteurs  /?i(N),  il  faut 
former  la  somme  S/2;((o)  s'étendant  à  tous  les  diviseurs,  et  qu'il 
suffit  pour  cela  de  remplacer  chaque  élément,  dans  le  produit  (2), 

par  une  fonction  de  l'exposant  p  égale  à(i+/j)[i-f-— )•  Les  fac- 

teurs  entre  parenthèses  deviennent  ainsi 

l.H-(H-l)n+-j-f-(l-f-2)/l-i--\+...-H(l-|-a)/l-h^j 


pnis 


-  lo2 

3' 


r,-H?,(,^;?)(,^?). 


(i  le  MDiiihrc-  /?  ■,  (^  \  )  clierch('-  sera 

Une  méthode  loiile  pareille  nous  conduiiail  à  la  foriiuilf  géné- 
rale 

(5)        rt/,(IV)  =  n/,_i(N)  (  i^ 


ou 

(5')     «/,(N)  =  (i  4-ai  (,+  ^j...(,-+--^^x...x(i-f-À;(i+  ;]•••(' -^^.4ri)' 

iiKli(|iiaiiL  le   nonihje   (le    manières  de   décomposer   N    en   />    lac-  " 
leurs. 

Figuration  des  nombres  composés. 

3.  A  ces  remarques  sur  les  décompositions  des  nombres  en 
facteurs,  nous  croyons  devoir  en  ajouter  une  sur  un  mode  de  figu- 
ration fort  simple  et  qui  n'a  cependant  pas  été  signalé  jus(ju'ici, 
du  moins  à  notre  connaissance.  Il  y  aurait  peut-être  lieu  d'en  tirer 
y)arti  pour  renseignement  des  premiers  principes  élémentaires 
relatifs  à  la  décom|)osilion  des  nombres  en  facteurs  premiers,  à  la 
formation  du  plus  grand  commun  diviseur  et  à  celle  du  plus  petit 
commun  multiple  de  deux  ou  plusieurs  nombres. 

Voici  en  quoi  consiste  cette  figuration.  Supposons  que,  un  qua- 
drillage indéfini  étant  tiacé  à  la  droite  d'une  ligne  verticale,  nous 
nuuK'rotions  les  bandes  horizontales  successives  2,  i,  5,  ",  il, 
i.i,  17,  .  .  . ,  en  les  aireclani  aux  nombres  premiers  successifs.  Si 
un  nond)n'  composé  contient  un  facteur  |)iemier  ((  à  l'exposant  a, 
on  comptera  a-cases,  à  partir  de  la  droite  verticale,  dans  la  bande 
(pii  représente  le  facteur  o.  L'ensemble  de  toutes  les  cases  ainsi 
déterminées,  et  (pu'  Inii  pourra  limiter  |)ai-  le  tracé  du  contour 
extérieur,   figurera   le    imiuhrc   en    (pu'>lion.  Il  est    ('\  ifirni  (pic   rr 
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liacc  ixMil  siiivi'L-  |)atlois  la  lii;ii(' vcrlicaloonj^iiic.  lorsque  certains 
racLnirs  premiers  (oiiL  (léfaul.  c'esl-à-diie  oui  l'exposanl  zéro. 

Nous   nous  bornons   à  donner  coninic  excni|)lc  la  (ij^iiralion  des 
deux  nombres  '.\6o  =  a='.3-.  5  et  i()5oo  :=  2'-.3..V'.  i  i  {Jig.  i  el  2). 


Fis. 


Kii 


2 

3 

..  J 

S 

i     : 

T 

11 

N  -^  36o. 


N  =  I G ')()(). 


(^c  mode  de  représenlalion  met  en  relief  d'une  faeon  saisissante 
la  formation  des  diviseurs,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  décom- 
position en  deux  facteurs,  dont  nous  avons  parlé  ci-dessus.  Le 
nonil)re  des  diviseurs  est  évidemment  égal  au  nombre  des  chemins 
dilférents  qu'on  peut  suivre  pour  aller  de  la  base  inférieure  à  la 
l)ase  supérieure  de  la  figure  formée,  en  suivant  toujours  les  lignes 
du  fjuadrillage. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  se  trouve 
représenté  par  la  partie  commune  des  figures  qui  représentent  ces 
deux  nombres  ;  le  plus  petit  commun  multiple,  par  la  figure  limitée 
au  contour  extérieur  dessinée  par  l'ensemble  des  deux  figures. 
Nous  donnons  comme  exemple  {Jig-  3)  le  plus  grand  commun  divi- 

l-is.  3. 


N  =  1890  =  2. 3'.  5. 7. 

N'=:  660  =  3^3.5.11, 

D  =  :>.3.5  :=  3o. 

/)    —  2.-  .'■]'  .'^ .~ .  \  i  =  \\  ÔSo . 


scur  I)  des  deux  nf>mbres  1  8f)o  cl  660,  el   leur  plus  pelil  commun 
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mulli[)le  />,  en  figurant  les  deux  nombres  au  moyen  de  hachures 
ohli(|ucs  ou  Ijorizontales. 

On  comprend  fju'en  représcnlant  par  diverses  vak^urs  phisieurs 
nombres,  on  peut  ainsi  figurer  leurs  diviseurs  ou  leurs  multiples, 
soit  d'ensemble,  soit  deux  à  deux.  Par  exemple,  si  trois  nombres 
A,  B,  C  sont  figurés  : 

A  L'ii   rou^e, 

H    en   bleu, 

C    en  jaune, 

les  plus  grands  communs  diviseurs  seront  figurés  : 

celui  (le  A   et   H   par  la   partie   violette, 
«     lie    B  et  C  >  verte, 

)>     (le    A  et  G  »  orangée. 

Un  assez  grand  nombre  de  propriétés  connues  peuvent  avec 
cette  figuration  prendre  un  caractère  intuitif.  Il  suffit  pour  cela 
de  remarquer  que,  lorsqu'un  nombre  A  est  multiple  d'un  autre 
nombre  B,  le  contour  de  figuration  de  A  contient  le  contour  de 
figuration  de  B,  et  aussi  que,  lorsque  plusieurs  nombres  sont  pre- 
miers entre  eux  deux  à  deux,  les  figurations  de  deux  quelconques 
de  ces  nombres  n'ont  aucune  partie  commune. 

4.  Au  fond,  ce  mode  de  figuration  est  en  quelque  sorte  un 
système  de  numération  dans  lequel  l'ordre  d'un  chiffre,  à  partir 
de  la  gauche  par  exemple,  représenterait  le  rang  d'un  nombre 
premier,  et  le  chiffre  lui-même  représenterait  l'exposant.  Ainsi, 
dans  les  exemples  cités  plus  haul,  les  divers  nombres  s'écriraient 
comme  suit  : 


3  Go 

« 
3/1 

l(')>00 

v.  1 3o  I 

i8()o 

i3i  1 

660 

•jLi  101 

3o 

1  1 1 

4i58o 

u3 1  1 1 

Le  produit  de  deux  nombres,  dans  ce  système,  s'obtiendrait 
|)ar  l'addition  des  chiffres  de  même  rang  (et  il  est  bien  entendu 
fpi'ici  nous  désignons  par  le  mol  clii Jfrrs  des  nombres  qui  peu- 

Ncril  (IcNcriir  aussi  giiimU  (pi  on  xoiidra). 

La  roriiiiilioti  du   plii-^  pclil   coiniinin  iiiiillipic  ou  du   plu>  i;rand 


^  -  isrj  - 

coiiiMiiiii  tlrvisciir  (;sl  i':vuJeiilc  ;  cl  il  ;i|)|»iir;iil  non  moins  claiic- 
nicnl,  par  exemple,  (|nc  le  produil  de  den\  nombres  est  égal  au 
produit  de  leur  [)lus  pelil  eomintin  nuilliple  par  leur  plus  <:,rand 
commun  divisc'ur. 

Tout  nombre  l'cpréscnlé  par  l'unilé  préeédc-e  d'un  nombre 
(pielconcpic  de  zéros  est  un  nombre  premier,  et  réciproquement. 

Tout  nombre  dont  les  cliiflres  sont  pairs  est  un  carré. 

Nous  croyons  devoir  borner  là  ces  observations,  trop  simples 
pour  mérilcr  dèlrc  plus  compIrUmienl  drvelop|)ées. 


Si/r  (ine  propriété  des  systèmes  de  courbes  algébriques  ; 
par  M.  WiiiLL. 

(Séance  du  (i  juin   iS88.) 

Si  Ton  considère  deux  courbes  al^^ébriques  dont  aucune  ne 
présente  d'asymptotes  multiples,  on  sait,  d'après  la  tliéorie  de 
l'élimination,  que,  jiour  calculer  les  coordonnées  du  centre  des 
moyennes  dislances  de  leurs  points  communs,  on  peut  remplacer 
chacune  de  ces  courbes  par  le  système  de  ses  asymptotes.  Ceci 
posé,  considérons  une  courbe  fixe  de  degré  m  que  nous  réduirons 
à  ses  ni  asymptotes 

y  —  cix  —di  =  o, 

y  —  c-iT  —  d-i  ■=  o. 


J  —  C,„X—  a,n  =  O, 

et  un  système  de  courbes  de  degré  p  dont  l'équation  contient  un 
paramètre  variable  X  au  degré  A;  l'équation  d'une  pareille  courbe 
peut  s'écrire 

/y-s,-h)/-'S2-r-...  =  o, 

S|,  So,  ...  étant  les  premiers  membres  d'é({uations  de  courbes 
quelconques  de  degré  p.  Soient  x,,  x^,  -..  les  abscisses  des 
points  de  rencontre  de  cette  courbe  et  de  la  droite 

y  —  Cl  a;  —  r/j  =  o, 
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on  aura 

/'cl  'S  dcsii^nant  des  polynômes  du  degré  Â  eu  )>,  comme  un  calcul 
facile  le  montre.  Dès  lors,  l'abscisse  X  du  cenire  des  moyennes 
distances  des  points  communs  à  la  courbe  vai-iablc  et  à  la  courl^e 
fixe  a  pour  expression 

de  même 

./■.  (  À  ) 


1- 


D'ailleurs  aux  A"  racines  de  l'écpiation  en  A,  'i(A)=o,  corres- 
pond pour  le  lieu  une  direction  asymptolique  multiple  d'ordre  />•, 
qui  n'est  autre  <|ue  la  direction  de  coefficient  angulaire  c,.  On  a 
donc  le  théorème  suivant  : 

Théouîîme.  —  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  de  degré  m  et  à  une  courbe  va- 
riable de  degré  quelconque,  dont  réciuation  contient  un  pa- 
ramètre  variable  au  degré  A",  décrit  une  courbe  unicursale  de 
degré  m/x,  qui  a  pour  directions  asvmjjtotiques  multiples 
d'ordre  A"  les  directions  asymplotiques  de  la  courbe  fixe. 

J'ai  déjà  énoncé  ce  théorème,  mais  dans  le  cas  particulier  où  la 
courbe  fixe  est  unicursale  [Bulletin  de  la  Société  m(ith'''ma- 
tique,  t.  X,  p.  i3-). 

Les  conséquences  de  ce  théorème  général  sont  nombreuses. 
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l)cri\'ées  successives  iV une  puissance  enlièie  (V une  fonction 
d'une  variable,  dérivées  successives  d'une  fonction  de 
fonction  et  application  à  la  détermination  des  nombres  de 
BernoiiUi :  par  M.  dk  Pm-.sr.F,  ('). 

(Séance  du   \  juillet  i«88.) 

1.  liappel  de  la  formule  donnant  les  dérivées  successives 
(V un  ])roduit  de  fonctions  d'une  variable.  —  Soient  a,  b, 
c,  ...,/•  n  fonctions  d'une  variable  x:,  on  a,  d'après  une  formule 
connue, 


p\  (jl  ...  t\ 
dans  cette  formule 


p  -\-  q  -^. .  .-\-  t  =  ni\ 

d.,  e,  .  .  .,  g  sont  les  fonctions  dont  les  dérivées   ne    figurent  pas 
dans  le  terme  considéré. 

2.  Dérivées  successives  d'une  puissance  entière  d'une  fonc- 
tion d' une  variable.  —  Supposons  les  fonctions  a,  ^,  f,  ...,/>" 
identiques  entre  elles.  Soit  u  leur  valeur  commune  :  nous  aurons 

dans  cette  formule 

I.h./  =  m,        il  /  =  1 ,  2,  . . . ,  «, 

/  est  un  coefficient  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Pour  cela,  nous  chercherons  le  nombre  des  termes  qui,  dans 
l'expression  de  iy„f^(a .b .c  .  .  .  Â)  deviennent  égaux  en  vertu  de  la 
supposition  précédente,  et,  pour  plus  de  clarté,  nous  supposerons 
qu'un  de  ces  termes  soit,  en  supprimant  l'indice  x, 


(')  Pour  ne  pas  multiplier  outre  mesure  les  parenthèses,  nous  désignerons 
par  Da-^/  'il  dérivée  d'ordre  a  par  rappnrt  à  .r  de /élevée  à  la  puissance  /;,  (|ue 
l'on  écrit  ordinairement  (l>'j- /")''• 
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Mais  un  vcMra  immédialcincnl  (|iie  la  cons('(|iiencc  du  raisonne- 
ment que  nous  allons  faire  est  génrralo. 
écrivons  le  terme  en  question 

D5  « .  D5  c .  1)5  c .  D,  h  .Dod.  D.J.  D  / . 

Nous  devons  prendre  toutes  les  combinaisons  trois  à  trois  des 
sept  facteurs  Drt,  Dh,  Dc,Dd,  De,  D/,  DÂ  et  les  afTecter  de 
l'indice  5,  puis  multiplier  ciiacune  de  ces  combinaisons  par  toutes 
les  combinaisons  une  à  une  d'un  fiicteur  restant  afTecJées  de  l'in- 
dice 3  ;  ensuite  multiplier  par  toutes  les  combinaisons  deux  àdeux 
de  deux  facteurs  restants  affectées  de  l'indice  2;  enfin  multiplier 
par  le  facteur  restant;  donc  le  terme  proposé  donne  un  nombre  de 
termes  identiques  égal  à 

7.6.5   4    3 .  •>.    I 

1.2.3     I     I  .  5>.     I 

ou  à 


3  !  I  !  ■)!  !  I  ! 


Il  est  évident  que  le  nombre  des  termes  de  D,,,^  //"  provenant 
d'une  semblable  analyse  est 

(S/)! 

n(/!)' 

Mais  ce  qui  a  lieu  pour  le  terme  considéré  s'applique  à  tous  les 
termes  de  même  composition  d'indices,  dont  les  lettres  ne  sont 
pas  toutes  les  mêmes,  c'est-à-dire  à  un  nombre  dç  termes  égal  au 
nombre  des  combinaisons  de  m  lettres  S/  à  S/  ou  à 

m  (m  —  I  ) . . .  (m  —  X  /  -+- 1  ) 
donc 

ou 

,,  V7  /n(m  —  i)...(m  —  2/-+-1)      /»  !  v,,..  / 

,,,   )  ""■ -Z- -ûjh) ïT^.9  •"'--'"'"'■■"' 

{  Lhl  =  m,         i:/=  1,7,  ...,«. 

'A.    [{eniftifjuc.  --  Supposfjns  m  égal  à  // 

_-^  in(m  —  \)...{in  —  2/4-1)      /«! 


irio  - 


mats 


|)v/„  ii'ii  —  nit  ni  —  !)...(/»  —  X  /  +  I  )//'"--/, 
donc 

'  X/î/  =  m,  2/=  1,2,  .  .  .,  m. 

/?i  ! 
i.    flcnta/quc.  —  Il  résulte  de  réqualion  (3)  que        .,.„'.,  ^ 

est  un  nombre  entier;   on   |>cut   le   démontrer  directement.    Re- 
marquons d'abord  qu'en  décomposant  l'expression  précédente  en 

facteurs  de  la  forme  ^ — .,    .,y    ,  k  étant  un  nombre 

entier,  il  suffira  de  démontrer  que  ces  facteurs  sont  entiers;  en 

,,         ,,                      ,,     .        (A-Hi)(A-(-2)...(A-  +  A/)         {hl)\ 
outre,  l  un  d  eux  peut  s  écrira  JTÏV ^  lU hw' 

Le  premier  de  ces  nouveaux  facteurs  étant  entier,  nous  nous  pro- 
poserons de  démontrer  qu'il  en  est  de  même  du  second. 

Nous  prendrons  un  cas  particulier,  mais  il  sera  évident  que  la 
démonstration  est  gc-nérale. 

Considérons  le  quotient 

1 . 2 . 3  . . .  I  i .  1 5 

{  I  .  2  .  3  .  4  .  'j  )3  .   1.2.3  ' 

Nous  pouvons  l'écrire 

1.2.3.4    5.r       ().7.8.9    3.2        11. 12. i3. 14    5.3 
1.2.3.4    5.1        1.2.3.4    5.2     "       1.2.3.4        5.3 

^     ,       P         .  1.2.3.4    fi.j.S.o    ii.i2.i3  14         .       .-,        .1 

Or  les  tractions ~^         .,   ,■>  tt—, —  sont  entières   donc 

1.2.3.4    1.2.3.4        1.2.3.4 

le  quotient  proposé  est  entier. 

5.   Dérivées  successives  cl' une  fonction  de  fonction.  —  Con- 
sidérons une  fonction  de  u,  '^{u)]  u  étant  une  fonction  de  x, 

D.rO    =  D„o  D^K, 

Do' es  =  D,iCa  D-itu  -h  Dj-icp  D|.  «, 

Dsr'^  =  D„cj>  D:j.  «  -F  3D2..0  D;c«  D..  «  -4-  D3..0  Di«. 

) 

nous  reconnaissons  la  loi  suivante,  dont  la  généralité  s'aperçoit 
immédiatement, 

D,„.ro  =  A,  D„  o  +  A,  I )2"  ç.  -4-  . . .  -(-  A,„  D„," CD, 
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les  cocfficienls  A,,  \2,...,  A,„  élanl  indépendants  de  la  Ibnclion  '^, 
mais  ne  dépendant  que  de  la  fonction  u. 

11   en  résulte  que   les   coefficients  do  D,„j//'",  que  nous    avons 
trouvés  (3),  sont  ccTix  de  D,„rC3;  donc 

'  X  A /  —  /?( .         X  /  =  I .  •> m. 


6.  Application.  —  Nous  allons  appliquer  celle  formule  à  un 
cas  particulier  D;!'^;  nous  formerons  des  suiles  de  nombre  par 
ordre  décroissant  avec  répétition,  telles  que  la  somme  des  nom- 
bres de  cliaque  suite  soit  -, 

7,     6.1,     5.2,     ).i.i,      i.3,     4-'?-''»     1.I.I.I, 

5.3.1,        }  .  2  .  -î,       3  .  -2  .  1  .  I  ,       3.1.1.1.1.      2.2.2.1,      2  . 2  .  I  .  I  .  I  . 

2.1.1.1.1.1.     I . 1 . I . 1 . I . 1 . i; 
nous  transformerons  ces  suites  en  produits  affectés  d'exposants 
7,    6.1,     5.2,     5.1-,    4 '3,     Î.2.I, 

4.l\       32.1,       3.22,       3.2.  |2,       3.lS       2''.l,       22.  I»,       2.l5,        !■. 

Nous  formerons  des  produits  de  dérivées  de  u  par  rapport  à  x^ 
dont  les  indices  seront  les  facteurs  précédents,  et  les  exposants 
ceux  de  ces  facteurs,  enfin  nous  multiplierons  chaque  produit  par 
une  dérivée  de  «f  ])ar  rapport  à  u  d'indice  égal  au  degré  de  ce  pro- 
duit et  par  le  coefficient  que  donne  l'équation  (/j). 

Considérons,  par  exemple,  dans  la  suite  précédente  le  |)roduil 
3.  a-;  il  donne  d'abord 

D.tr»   D|.r</; 


et  enfin 


D3"'i  !);,.«  1)2.  «; 
I 

D^Z/Ci  Djrf/  D2r„ 


2  !  3  !  (  2  !  )2 
OU 

lOJ.D.V.'iDjrJ/Dîrf/. 

En  faisant  un  semblable  calcul  |)our  tous  les  termes,  nous  ob- 
tenons pour  JJ-'.i  l'expression  suivante,  dans  laquelle  nous  n'indi- 
(pierons  |)as  les  (|iiaiil  ilé-s  par  rapport  auxquelles  les  dérivées  son! 
prises,  les  d('ri\ées  de  '^  élanl   toujours  prises  par  rapjxtri  à  //  et 


-  I()l  - 

(•(;ll<'->  iK;  //  |);u  r;i|»poi'l  y  ./■ 

Do  D-!  «  -f-  7 .  Da  '-p  '>G  "  I>«  -^  2 1 .  1^2  'f  IJ5  «  D2  «/  -H  2 1 .  1^3  'f  D5  «  r)ï  « 
-4-  35 .  Do  o  Di  «  1)3  u  -i-  10  ) .  D3  o  Di  u  D2  ?/  D«f  +  35 .  D;  »  D4  m  D»  m 
-i-  jo.Djtp  D5  u  Du  -h  \o5 .Ds'f  D3 u  Dl  u  -+-  210. DiÇ;  Dja  Da"  ^^u 
-h  Sj.D-^^DsU  D*u-{-  io5.D4«)  D'^u  Du  -t-ioS.Djcp  D|MD»a 
-)-  0.1  .D^oDiU  Du^-{-  D7CP  D'm. 

On  peut  vérifier  l'exactitude  de  ce  résultat  en  formant  successi- 
vement les  dérivées  de  es. 

7.  Application  aux  nombres  de  Dernoulli.  —  L'expression 
(ruii  nombre  de  Bernoulli  B^  est  la  suivante  : 

\        ^^-  '^'"'  (^^.-?).2»-.  D2..'--2(cos-'-.r)o. 
Supposons  dans  la  formule  précédente 

nous  aurons 

Da"('-? )x=o  =  (—  i)^( A-  +  I) !,         Dîx^.^i (,a)o  =  o,         Da-A- (  m )o  =  (—  O^', 

dans  laquelle  formule 

A  pair,         ILhl—'xp.         Z  /  =  i.  2,  . .  . , /;, 
donc 

"     (?.2"  — 1)2-2"-' ^  n(/!)n(A!y  ' 

dans  latpielle  formule 

/(  |)air.     ^hl  =  -in  —  -x,         S  /  =  i,  2,  . . .  ,(n  —  i). 

8.  Calcul  d'un  nombre  particulier  de  Bernoulli.  —  Propo- 
sons-nous le  calcul  de  Bc 

B  =-  ^  y  {-x)^'io\{ZlA-i)\ . 

'"        (2'--!— i)-i'o  ^      n(/!)n(i^!j/ 

XVE.  I  I 


-   10-2 
OU 


B.  =  - 


'      V, 


1397760.^ 
On  aura  d'abord  pour  II  A/,  les  \aleurs 

10,     8.2,     6.4,     6.1^,     i'^.2,     4-2*,     ï^, 
puis  pour  n  /  les  valeurs 

I ,     I .  I,     I .  I,      !..>.,        ■^.  i        1.3,      5. 
Les  valeurs  de  ]S/  sont 

1,  -2,         %         3,  3,         4,        5, 
celles  de  S /  H- I  sont 

2,  3,        3,         4,  4,         5,        G. 
donc  la  somme  S  aura  pour  expression 

lo!?!        io!3!        io!3!  10!  î'  io!4!  io!5!  io!6! 


10!       '    8!2!         6!4!        2!Gli,2!j^        ■2!(4!)22!        3!4!(2!)3        5!(2!)5 

ou 

—  2  -1-270  +  1260  —  ï5iio  —  37800  -4-378000  —  680400, 

ou  enfin 

—  353792. 

On  obtient  ainsi  i)our  B»  la  valeur  -r; — ~  • 
^  1397760 

Le  plus  grand  commun  diviseur  des   deux  termes  de  Be  étant 
.5 12,  on  obtient  le  résultat  connu 

n  -  ^. 
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Des  systèmes  des  coordonnées  qui  déicr minent  le  plus 
simplement  un  point  par  une  construction  ;  par  INl.  E. 
Lemoine. 

(Séance  du  18  juillcl  i88S.) 

A  la  suite  de  la  Communication  cpic  j'ai  faite  au  Congrès  d'Oran, 
cette  année,  sur  la   mesure  de  la  siniplicilt-  dans   les  Sri<Mires  ma- 


—  k;;!    - 

ihémnliqucs  <•! ,  en  parLicnli<T,  sur  \d  nicsarc  (!<•  hi  simplicilr  dans 
les  conslruclions  groiiK'triqiies,  je  me  suis  demandé  quoi  était,  au 
point  de  vue  graphique,  le  système  le  plus  simple  de  coordon- 
nées, c'est-à-dire  quel  était  le  moyen  le  |)lus  simple  de  déterminer 
un  point  par  une  construction. 

Si  un  point  M  est  déterminé  par  ses  coordonnées  .r',  >',  relatives 
à  deux  axes  donnés  ox.,  oy,  l'expression  de  la  construction  de  ce 
point  s'obtient  ainsi  :  prendre  la  longueur  j"' avec  le  compas,  2C,; 
j)orlcr  cette  longueur  en  m  à  partir  de  o  sur  o.r^  C,  +  Ca  ;  par  le 
point  /fi  mener  une  |)aralléle  à  uy;  si  les  axes  sont  obliques, 

'^RiH-R2  +  5G,+  3C3, 

ou  s'ils  sont  rectangulaires,  mener  par  ce  point  une  perpendicu- 
laire à  ox, 

prendre  avecle  compas  la  longueur  7'',  aC),  porter  cette  longueur 
à  partir  de  m  sur  la  parallèle  à  o)*, 

C,+  C:,. 

En  résumé,  axes  obliques  : 

7.  H 1-4-  R.,+  iiCi+5C,; 
simplicité,  k). 

Axes  rectangulaires  : 

4  Kl -H  2  H. +  7  Cl -h  3  G3; 
simplicité,  i()  (  '  ). 

Soit  maintenant  un  point  M  déterminé  par  ses  coordonnées 
normales,    c'est  à-dire    par  les  lignes   a,   ^3,   y   qui    représentent 


(')   Nous  rappelons  que  nous  désignons  par  : 

H,  l'opération    qui    consiste   à   faire    passer  le    liord    de    la    régie    par    un    point 

donné; 
R^  l'opération  du  tracé  delà  droite,  quelle  que  soit  sa  longueur; 
C,  c'est  mettre  une  pointe  du  compas  en  un  point  donné; 

C.^  c'est  mettre  une  pointe  du  compas  en  un  point  indéterminé  d'un  ligne  donnée; 
C3  c'est  tracer  le  cercle  complètement  ou  en  partie. 

Pour  calculer  la  simplicité  nous  admettons  à  chacune  de  ces  opérations  une 
valeur  égale  à  l'unité  et  nous  faisons  la  somme  du  nombre  d'opérations  ;  rien  n'em- 
pêcherait du  reste  de  leur  donner  des  coefficients  [)arliciiliers  di'lcrminés  e,\pé- 
liincntalcMicnt. 


^   l(U  - 

les  rapporis  de  ses  distances  aux  trois  eolés  Bi],  CA,  AB  d'un 
triangle  de  rélV-rence  ABC. 

Voici  la  construction  la  plus  simple  (jtii  en  résulte  pour  obtenir 
le  point  jM  : 

J'élève  une  perpendiculaire  sur  AC  et  une  sur  AB  en  me  ser- 
vant pour  cela  d'une  seule  circonférence  passant  par  A. 

Ce  cercle  mené  par  A  coupe  AB  en  B',  A(]  en  C  et  BC  en  A' 
et  A,  ;  soit  o  son  centre. 

I^'exlrf'inité  du  diamètre  opposé  à  A  est  A', 

B'A'  ('?st  |>('i|)(in<liriilaire  sur  BA, 
C'A'  »  »  AC. 


Cela  exige 


(;B,+  -5  1^.,-+-  C,-+-C, 


.j'élève  une  perpendiculaire  sur  l»C  en  A'  en  me  servant  du 
même  cercle  que  précédemment  : 

4R,+  2R2. 

.le  prends  avec  le  compas  la  longueur  a,  aCi,. 

.le  la  porte  à  partir  de  A'  en  A"  sur  la  perpendiculaire  à  BC, 

Cl  -+-  C3  ; 

par  A"  je   mène  une  perj)endiculaire  à  A' A",  c'est-à-dire  une  pa- 
rallèle à  BC  : 

en  résumant  ces  diflerentes  opérations,  depuis  que  j'ai  élevé  une 
perpendiculaire  sur  BC  en  A',  cela  fait 

8R,-!-  4B2-+-4C1+9.C3. 

Il  en  faut  autant  poiii-  mener  une  pai'allèlc  à  AC  à  la  dislarice  [i, 
et  auhinl  pour  mener  une  |)ai;dlèlr  à  AB  à  la  ilislance  r,  c'esl- 
à-diic  (pi  d  V  a  à  ajouter 

i(iH,  +  8B2-HSCi-4-  /1C3. 

I^a  pai'allèlc  à  (  d>  à   la   dislanee  y.  coupe  en  N   la  |>ai'allèje  à    \(j 
à  la  dislance  |j  el  <'n  M  la    |»arallèle  à   AI»  à   la  dislance  *'. 
Je   haee   (^L  : 

>i;,-f  1;,: 


-  lor!  - 

je  Iracc  BM  : 

Ces  (Iciiv  droites  S(^  eoiipciil  en  Al,  (|iii  csl  ;iliisi  (N'IcriiiiiK'.  I.;i 
conslruction  est  done  exprimc'c  |);ir 

la  siinplicih'   par  -  i  . 

Nous  ne  nuillij)lier()ns  pas  les  exemples  :  nous  dirons  seide- 
menl  que  la  manière  la  plus  simple  que  nous  ayons  Ironvée  de  dé- 
lerminer  un  poiiil  AT,  e'esl  de  donner  ses  dislances  A,  )/  à  deux 
poinls  fixes  F  el  F'. 

La  conslruetion  du  |)oiul   Al  est  expriuK'e  alois  par 

0(^1  -i-  aC-j     ou   j)ar     S. 

La  nianièi'e  la  plus  simple  ensuite  est  eelle-ei  :  je  |)rends 
«leux  axes  fixes  CA,  CH  : 

A   csI  un  |i(iint    li\c  sur  GA, 
B  1)  »  CB. 

Je  joins  AJM  (pii  coupe  Cl)  en  A'  et  HAÏ  (pii  conj)e  CA  en  H'. 

Soient 

CX'=.r,         <''B'=). 

Si  je  donne  x  el  y,  le  point  AI  est  détenniin-  pai-  la  construc- 
tion 

/îR,-4-itBo^uGi  +  2C:j, 

dont  la  simplicité  est  \/\.  ' 

Le  système  de  coordoniK-es  le  pins  simple  pour  la  détermina- 
tion du  point  est  donc  celui  où  le  point  est  déterminé  par  ses 
distances  à  denx  points  fixes;  il  est  fort  connu,  malheureusement 
il  se  prête  en  général  diSsej.  mal  aux  études  analyti(|ues  ;  celui  que 
nous  signalons  ensuite  l'est  beaucoup  moins;  nous  ne  savons 
même  pas  s'il  a  été  remarqué  et  c'est  de  lui  que  nous  allons  dire 
([mdipies  mois,  parce  que  les  coordonnées  cartésiennes  usuelles 
en  sont  un  cas  particulier. 

Généralisation  du  système  cartésien  de  coordonnées. 
Soient  {Jig.  i) 

CA  el  CB  deux  droites  lixes; 

A  point  (i\e  sur  CA.  soit  C\  =  h\ 


H  |)()iiil  lixc  siii'  ("jH.  soiI  (]B  =  cr^ 
JM  lin  |)<)iiil  (|iic'lconqiic  ; 
AM  coupant  CB  en  X; 
BM  coupant  CA  en  \  5 

ex  et  CY   peuvent   être   considérées  comme    les   coordonnées 
de  M  ; 

ex  sera  Vx  du  point  M; 
CY  sera  Vy  du  point  M. 

Le  sens   positif  des  x  est  le   sens  CB,  le  sens  ])Osilif  des  y  est 
le  sens  CA. 

Si  A  et  B  s'éloignent  à  l'infini  respeclivement  surCAet  surCB, 


Pin.  '. 


ex  et  C\  deviennent  les  coordonnées  ("artt'siennes  ordinaires. 

Cherchons,    dans  le   syst«''me  que  nous  considi'ions,  1  ('(piation 
générale  de  la  droite. 

Soit  A'B'  une  droite  (|uclcon(pi('  (h'-lermint-e  parCB'==  «', 

H'  est  sur  Gli, 
et  piir  (\  \'=  //, 

A'  est  sur  CA. 

Soil    M   lin   noiiil    (nicl(uii(|ii('  de   \'B'. 

L<-  liMiigIc  \'(-l)'  coiqx'  par  lii  1 1  aiiSN  frsale  AiVJ\   donne 


(Il 


C\    ITAI  AA' 
\ÏÏ'  i\ÎÂ^  a"g 


—  1()7  — 
lie  Mu'mc  A'(ÎIV,  (:()ii|>(''  |»;ii'  ll.M^  ,  doiiin; 

H'B  MA'   YG   _ 

^'''■^  TÎB    ÏTM  A'Y  "'' 

niiilli|)liaiil  (i)  cl  (2)  mcml^rc  à  membre,  on  a 

ex  AA'  rrB  J^  _ 

XB'  AG    CB   A'Y  ~' 

on 

X       —  (b  —  b')  a  —  a'        —  y 


on 
(3) 
on 


—  0  a       —{b'  —  y) 

xy  ab 


{a!  —  x){b'  —  y)        {a  —  a'){b—  b'  ) 

* 
xyici! b' —  ab' —  a' b)-+-  aa'by  -+-  abb' x  —  aa  bb'  =  o  : 

c'esL  l'éqnalion  de  A'B',  elle  est  dn  second  degré  cl  de  la  forme 

f\.xy  -^  By  +  G *■  -H  D  =  o. 

Remarquons  qn'elle  est,  tonjonrs  satisfaite  par  x  =:  a,  y  ^  b, 
coordonnées  qui  reprc-senlent  nn  point  quelconque  de  la  droite 
AB  et  par  suite  le  point  d'intersection  de  AB  et  de  A'B'. 

L'équation  (3)  peut  s'écrire 

^y  _  i . 


(a--x){b'-y)        /.       «:\  /_6;V 


(-^)(- 


si  a  et  b  deviennent  infinis,  l'équation  devient 

xy  _ 

(a'—x){b'  —  y)  ~\ 

ou 

X         y 

—  +  f,  =1, 

a         b 

ce  qui  est  en  effet  la  forme  connue  de  Téqualion  cartésienne  ordi- 
naire de  la  droite. 

Si  A'B' passe  en  C,  l'équation  (3)  devient  une  identité,  puisque 
a'=b'=o. 

\  ((ici  alors  réqiiation  rriinc  droite  passant  par  l'origine. 
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Soil  {Jig-  '>.)  N  !<'  point  où  CM  coupe  AB,  soil 


On 


(4) 


BGM  =  a, 
BGA  =  e. 

ex  BN  AY 
\B  NÂ  YC 

BN      a 


=  ', 


sina        sin  Gi\B 
N\  b 


sin(6  — a)        sin  GNA  ' 
l''ig.  2. 


mais  si'nCNB=  sin  CNA  :  donc 

BN  _  a  sin(e  — g)  _ 
NA  ~  b        sina        ' 

l'équation  (4)  devient  donc 

.r       b  —  y        b         s\n  a 


OU 

(5) 


a  —  ^      y  ft  sin(9  —  x) 

X  b  — y  _  h        sina 


y  a  —  X        a  sin(0  —  a) 

ce  qui  est  l'équation  cherchée  d\mc  droite  passant  par  l'origine. 
L'équation  (5)  peut  s'écrire 


X  b  sina 


y  X        sin(6  —  a)' 


—   I(>9  — 

si  ((  cl  l>  s  (''loijjiiciil  il  X,  clic  «Icviciil 


y        sin(0  —  a) 

ce  cfui  f;sl  bien  la  forme  de  l'<'qualion  d'urK!  droilc  |)ii.ss;ml  à   Tori- 
gine  dans  le  système  cartésien  ordinaire. 

Pd^int  d'intersection    de   deux  droites.   —    Soient    les    deux 
droiles 

xy  _  ah 

{a' — x){b' — y)        {a  —  a')(tj  —  !>' ) 
xy  ah 


{a!'  —  x){b"  —  y)  ~  {a  —  a"){b  —  ù") 

(juc  Ton  j)cul  mcllre  sous  la  forme 

ab{a'  b' —  b' x)  =  y{{a  b'  —  ah'  —  a  b  ).r  -t-  aa  b  ], 
ab{a" b" —  b" x)==  r\{a" b" —  ab" —  a'' b)x  -i-  aa" b\\ 

on  tire  de  là 

x-^{ab"{b'—  b)—a"b{b"—  b)] 
-h  x[a  a" b(b" —  b' —  aa' b"(  b' —  b  )-\-  aa" b'{b" —  b  )\ 

—  aa  a" b{b"  —  6' j  =  o. 

Si  l'on  résout  cette  équation,  on  voit  que  la  quantité  sous  le 
radical  est  un  carré  parfait;  on  trouve  que  Tune  des  deux  valeurs 
de  ;r  qui  annulent  cette  équation  est  x^a,  et  la  valeur  corres- 
pondante àe y  est  6,  ainsi  que  nous  devions  nous  y  attendre,  puisque 
l'équation  générale  du  ne  droite  est  toujours  satisfaite  par 

a;  =  «,        y  =L  b. 

Cette  solution  ne  donne  pas  les  coordonnées  de  l'intersection 
de  AB  et  de  A'B'. 

L'autre  valeur  de  x  qui  annule  léquation  est 

,^s  _  a  a"b(b' ~  b") 

^^  ""'  a'b"(b'—b)-a"b'(b"—b)' 

la  valeur  correspondante  dey  est 

ab'  b"(  a' —  a") 


(7) 


a" b' (a!  —  a\  —  a  b" {a"  —  a) 
Vx  et  11'  ne  dcpcndcnl.  \\r  que  de  r/,  l'v  que  de  b. 


—   170  — 
Si  1(111  invl  CCS  viilt'iirs  sons  la  forme 

a'n(fy—b") 


cb■■(^-^-^)-a"b'{'^~^ 


r  = 


h' b" (a —  a"  i 


a"  b'  [— I  )  —  d  b" 

a 


el  que  Ton   fasse  a  et  h  infinis,  on  retrouve  l'expression   dans  le 
système  cartésien  ordinaire  de  Tinterseclion  des  deux  droites 

^„  -^  ^  =  1  • 

Les  expressions  (())  et(^)  j^euvcnt  s'écrire,  en  appelant  a  et  p 
les  j)oints  {/ig-  3)  où  les  droites  AM,  BM  coupent  respectivement 


Fis.  3. 


p   B"  B'  B 


CA  et  CB,  M  étant  le  point  commun  des  droites  A'B',  A"B", 

GA.CB'.CB  .A'A" 


cp  = 


Ca  = 


CB".CA'.AA"— CB'.CA".AA'' 

CB.CA'.CA".B'B" 
CA".CB'.BB"—  CA'.GB'.BB'' 


relalions  m('lri(jues  remarcpiables. 

La   même   exlcnsion  du  système  de  coordonuc'es  cartésiennes  a 
lieu  dans  l'espace. 

Soient    trois    points   fixes  (Jîg.  i)  A,  B,  (^,  |)ris  sur   trois   axes 
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lixcs  C)A,  ()lî,  0(1;  soit  M  un  |)()iiil  <|iiflc<)ii(|iic  de  INs.spacc  : 

Le  |)lati  AinC  coiiiK-  O  V  cil  A', 
))  MAC  »  0J{  »  B', 
»         MBA       »        OC     »    C; 

OA',  OB',  OC  sont  en   graiidcni-   <'l  cri    sij^nc  les  coordoïiiH'es  x, 
j-,  c  du  |)olnl  IM. 

Il  est  clair  (|iic,   si  les  (li()it(;s  VA],  CA,  AB  s'c-loif^nenl  à   l'infini 

Fig.  4. 


rcs|)ccliveinenl  dans  les   plans  BOC,  COA,  xA-OB,   le  sjslènie  de 
coordonnées  devient  le  système  carlésien  ordinaire. 
Si  1  on  pose 

OX=a,  OB  =  b,  OG  =  C, 

OA'=:a',         OB'=b',        OG'=C', 

rétpuilion  (lu  plan  A'B'C  sera 

jryz(}L.ac'b'—  ia'b'c')-\-  yLaa'yzi^b' c' —  bc'  —  cb') 

-+-  abc  "Lxb' c' —  abc  a' b' c'  =  0  ; 

elle  est  toujours  salisfaile  par 

X  —  a, 

y  =  h, 

z  =  c, 
conunc  il  est  facile  de  le  pn-voir. 
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Si  1(111  fuil  tendre  a.  h,  c   vers  x,  celle  (''(|ii;ilioii  devienl 
X        y        z 

-   -i-   77   +  -7   =  I. 

abc 

ce  (|ui  est  li-cjuation  du  phin  dans  le  svsLènie  caiii'sien  ordinaiie. 
Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  ;  nous  n'avons  même  fait 
ces  très  simples  observations  que  parce  que  cette  généralisation 
du  sjstème  cartésien  ne  nous  semble  pas  avoir  été  remarquée 
et  qu'elle  peut  être  utile  dans  certaines  questions. 


î\ofr  sur  un  sysiènic  do  deux  rourhi's  i)l((nrs ; 
par  M.  C.-A.  LvrsA^T. 

'  (Séance  du  iS  juillet  i.S88.) 

Soient,  dans  un  même  |)lan,  deux  courbes. quelconques.  A  |)arlir 
dune  origine,  choisie  arbitrairement  sur  chacune  d'elles,  portons 
des  arcs  égaux,  dont  les  extrémités  X,  ^  {,ffg-  0  sont  variables 
avec  la  longueur  commune  des  arcs. 

Prenons  le  milieu  Z  de  la  droite  XY.  Nous  nous  proposons  de 
déterminer  la  tangente  et  le  ravon  de  courbure  de  la  courbe  (Z) 
décrite  |)ar  ce  point. 

l\aj)porlant  les  points  à  une  origine  (jueleonque,  nous  avons 

(ij  2Z  =  Y-i-  X, 

d'où 

9.  rfz  =  d\  -\-  d\. 

Mais,  les  arcs  décrits  par  X  et  Y  étant  égaux  en  longueur, 

(2)  (J\  —  t\  fis,        d\  =  £0  ds  ; 
donc 

ds  t__r    i±!i 

(3)  dz=  —  (z^-^tfi)=  dscos- -z  2  . 

■?.  -i. 

La  langenle  à  la  eouibe  1  Z)  a  par  consf'MpK  iil    poui'  inclinaison 

'  —  r 

- — '■ — -;  c'est-à-dire  rpic  si   nous  nieiions  ZP.  Z  1    parallèles  aux  laii- 


I7;{ 


;(!iil('S  en  \  <l  ^  .  lu  liiii^ciilc    (;li(;r(;li('e  sera   la   Mssceiricc  Z//  de 


l'angle  PZT. 


Tl  est  à  reinarfjuer  que,  si  l'on  vient  à  changer  le  sens  suivant 
lequel  sont  comptés  les  arcs  sur  l'une  des  courbes,  on  aura  pour 
la  tangente  une  direction  perpendiculaire  à  la  précédente,  puisque 


Fis.  .. 


Tangle  PZT  se  trouvera  rcm|)lacé  par  son  adjacent  supplémen- 
laire. 

Soient  maintenant  Xq,  \oi  Zro  les  centres  de  roinbure  en  X, 
Y,  Z  des  courbes  (X),  (Y),  (Z)  respectivement. 

Nous  avons 


(4) 


.         .  ds 
dr. 


De  plus,  la  longueur  de  1  élément  darc  clz  élaut,  d'après  la  for- 
lule(.i),  r/5  eos -,  et  l'inclinaison  de  ce  même  élément  -— — ^  , 

/  ^--'' 

«.ï  COS   K   ,  ., 


(V» 


zz 


0  =  ••>•  ' 


cil  -i-  (h. 


-    I7i  — 
iJes  relalioiis  (4)  et  (  ;V)  on  (h'diiit 

ds     ^  ds         "       \  ds        ds  I 

c'est-à-dire,   en    liaranl    ZU,   Z^     i-especlivenient   <'(jiii|)oIlenles  à 

.„,  d\  r,^-        dy  ,. ,.       / dz        dy  \  ^.„ 

Le  point  Zo,  conlrc  de  couihnic  cluîrelK',  est  donc  situé  sur  la 
droite  UV.  N-ous  savons  en  outre  (ju'il  est  situ»'  sur  la  perpendicu- 
laire à  ZZ',  c'est-à-dire  sur  la  normale,  ce  (pii  le  détermine  com- 
plètement . 

Pour  la  eoui'be  rc'sultanl  du  chanj^emenl  de  sens  des  arcs  sur 
l'une  des  courbes  doniK-es  (X)  et  (^),  il  n'y  aurait  rien  de 
changé,  si  ce  n'est,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut,  que  ZZ' 
deviendrait  maintenant  la  normale.  Le  nouveau  centre  de  cour- 
bure Z'g  serait  donc  à  la  rencontre  des  droites  UV  et  ZZ'. 

Cette  construction  très  simple  se  prèle  à  une  g(''n<''ralisation  assez- 
facile  de  la  manière  suivante.  Supposons  que  les  arcs  port('S  sur 
les  deux  coui'bes  (X)  et  (Y)  soient  non  |)liis  ('gaux  comme  précé- 
demment, mais  dans  un  rapport  constant,  et  (pi'on  divise  la  (hH)ile 
X\  en  Z  dans  le  même  rapport.  On  aura  alors 

en  d(''si<;nanl  par  .v,,,  .v,  les  arcs  de  deux  courbes. 

()n  leconnail  alors  imnK'dialcmi'nt  (pie  la  tangente  en  Z,  comme 
Ci-dessus,  a  une  nudinaison  ('gale  à  la  demi-somme  des  inclinaisons 
des  tangentes  en  \  et  ^  . 

Quant  à  la  détermination  du  centre  de  coiirljure,  on  rcmanpiei'a 
f[ue  l'on  a 

.  i   dSy  y  ik    (h  y  y 

^^'=~dr''^  ~dC  ''' 

dri 

I  -T-  A-  rt$  -I-  rfrj 
cl.  par  lin  <  alciil   loiil  à    (ail  aiiaIoi;ii('    à    ccliii   (pic    nous  av<ms   m- 
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(li<|ii('-  |iliis  liaiil 
(«) 

Or,  si  j>ar  le   ])()iiil  Z   nous  iiiciiuns   mie    parallrlc  ZA  {Jîg-  ?-) 


1  -4-  A  I  -r-  A 


à  XXo  jusf[irà  la  renconlre  de  1X„,  puis  une  parallèle  ZB  à  Y\o 
jusqu'à  la  rencontre  de  XYq,  et  si  nous  construisons     • 

ZU  =  2ZA,         ZV  =  ?.ZB, 
nous  aurons 

2.XX« 


zu  = 


A- 


x\ 


a/..Yy, 

I-+- A 


La  relation  (8)  devient  alors 

(9)  (f/^  +  </r,  )ZZo  =  f/^  ZU  +  dr^  ZV, 

c'est-à-dire  que  le  centre  de  courbui-e  en  Z  est  situé 
joignant  les  deux  points  U  et  V,  dont  nous  venons 
construction. 


sur  la 
d'indi( 


d  ro 1 1  e 
ucr  la 


7(i 


Sifr  lit  munéifition  /((ctorielle,  (ipplication  aux  perniultUions  ; 
})ar  M.  C.-A.  Laisaivt. 

(Séance  du  ai  novembre  i88S.) 

Numération  factorielle. 

1.  Un  nombre  entier  quelconque  étant  donné,  il  tombe  néces- 
sairement entre  les  deux  facloriclles  consécutives 

n\  =  1 . 2 . 3 . . .  « , 

(■  /l  -f-  1  )  1  =  I  .  ■>. .  3  .  .  .  /i  (  /t  -H  I  )  , 

ou  bien  il  est  exactement  égal  à  une  factorielle,  ce  que  nous  ne 
supposons  pas  pour  l'instant. 

En  le  divisant  par  /?!,  nous  obtiendrons  un  quotient  nécessai- 
rement inférieur  à  /?  +  i ,  sans  quoi  le  nonibre  donné  N  serait 
("gai  ou  supérieur  à  {n  +  i)! 

Si  \\  estlai'cste  de  la  division,  nous  avons  donc 

1\  =  a„«!  H-  R. 

R  étant  inférieur  à  n\,  nous  pouvons  le  diviser  par  (n  —  i)!,  ce 
(jui  donnera  un  quotient  a„_,  qui  peut  être  nul,  mais  est,  en  tous 
cas,  inférieur  à  /?,  et  un  certain  reste  R,,  Répétant  la  même  opé- 
ration surR,,  et  ainsi  de  suite,  nous  voyons  qu'en  fin  de  compte 
le  nombre  jN  peut  être  mis  sous  la  forme 

(i)  \  =  a„./t!  -f-  a„_i.  («  —  I)!  -r-.  .  .  -H  a,-, .3!  -i-  aj.i!  -4-  a,, 

chacun  des  coefficients  a,,  7.0,  .  .  .  a„  pouvant  |)rendre  respective- 
ment les  valeurs  entières 

o,    I, 

O  ,      I  ,     2  , 


O,      I  ,     2,    ...,//, 


sans  jamais  dépasser  la  valeur  de  son   indice,  c'est-à-dire  de  son 
rnnfi,  compté  à  partir  de  la  droite. 

On  peut  convenir  fl'écrire  ce  nondire  N  sous  la  forme 
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a,,  a.,. ...,  'j.„  repiV'sonlaiit  alors  des  eliijj'rcs,  respeclivenienl  liniilés 
coinine  mous  venons  tie  le  dire,  el  nous  avons  ainsi  un  système 
particulier  de  numcralion,  que  nous  nommerons  numération  fac- 
lorielle. 

Si  le  nombre  N,  ou  l'un  des  restes  obtenus  ci- dessus,  se  trou- 
vait justement  égal  à  une  faclorielle,  hypothèse  que  nous  avons 
tout  d'abord  écartée,  il  est  clair  que  le  quotient  oljtenu  serait  i  et 
le  reste  o,  c'est-à-dire  (ju'à  partir  de  ce  reste  ce  qu'on  obtiendrait 
s'écrirait 

looo.  .  .  o. 

i2.  Le  plus  grand  nombre  de  n  chillres  que  nous  puissions 
écrire  dans  le  système  de  numération  factorielle  est  évidemment, 
d'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

f  /i  (  /t  —  I  ) .  . .  3  . 2 .  ]  I  =  I .  I  !  -h  •', .  '2  !  -I-  3 . 3  !  -i- . . .  -h  /? .  /*  ! . 
Le  plus  petit  nombre  de  //  H-  i  chiffres  est 

\{n  -I-  1  )  o . o . . .  o )  =  [n  -\-  \\. . 
De  là,  l'identité 

I .  I !  -f-  •'..•>!-(-  3 . 3 !  -1- . .  .  -\-  n.n\  =  ( /?  -+-  r )  !  —  i . 
d'ailleurs  facile  à  démontrer  directement. 

3.  Dans  le  système  de  numération  factorielle,  tous  les  nombres 
pairs  sont  terminés  par  o  et  tous  les  nombres  impairs  par  i. 

L'addition  se  fera  sans  peine,  en  ayant  soin  de  bien  observer  le 
rang  de  la  colonne  sur  laquelle  on  opère.  Si,  par  exemple,  à  la 
quatrième  colonne,  on  a  trouvé  pour  somme  23,  on  décomposera 
par  la  pensée  23  en  4  •  •>  +  3,  on  posera  3  et  l'on  retiendra  4  pour 
l'ajouter  à  la  cinquième  colonne. 

La  soustraction  se  fera  avec  non  moins  de  facilité. 

La  conversion  d'un  nombre  (^4  '^^3  20i),  par  exemple,  du  sys- 
tème factoriel  dans  le  système  décimal  se  fera  sans  peine,  soit  en 
calculant  les  diverses  factorielles  i!  =  i,  2!  =:  2,  3!  1=  (>,.  .  .  et  les 
multipliant  par  les  chiff'res  correspondants;  soit,  [)lus  pratique- 
ment peut-être,  en  multipliant  le  premier  chiff're  à  gauche  par  son 
rang,  ajoutant  le  deuxième  chiffre,  multipliant  le  résultat  par  le 
rang  du  deuxième  chiffre,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  : 

7.84-4  =  Go,     60 . 7  +  t  =  4'^  1 ,      i'^  1  •  <>  -H  J  =  2 33  1 ,     2')3 1 . ;>  -i-  3  =  1 2G58, 

iaG58.  1  +  2= '>oG34,  5o634 -3 -t-o  =  i5i()02..  i.5i()o.i. 2 -+- 1  =  3o38f)5  =  N. 

XVI.  12 
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La  conversion  d'un  nombre  du  sjslème  décimal  dans  le  système 
f'acloriel  se  fera  en  divisant  ce  nombre  [)ar  2,  le  quotient  obtenu 
par  3,  et  ainsi  de  suite;  les  chifTres  cherchés  seront  précisément 
les    restes    successifs.  L'exemple  ci-dessus    nous  donnera   de    la 

sorte  : 

3o38o5  I  2 


I 5 I 902 

3 

4 

5 

i  (i 

'9 

5o634 
■A> 

23 

II 

f2658 
■J.6 

S 
3 

0 

253 1 
i3 
1 1 
5 

421 

1 

7 
4 

Nous  donnons  ci-dessous  le  Tableau  des  84  premiers  nombres 
entiers  écrits  dans  le  sjslème  factoriel 


0.. 

0 

22.  . 

3  20 

L. 

1 

23.. 

3>,r 

2. . 

10 

24.. 

1000 

li.. 

1  I 

2."i.. 

1001 

4.. 

20 

20.. 

i(iii) 

0. . 

21 

27.. 

lOt  ( 

G.. 

100 

28.. 

1020 

7.  . 

101 

2!).. 

1021 

8.. 

1  lu 

•M)... 

1  loo 

1).  . 

1  1  1 

31... 

1  loi 

10.. 

120 

.32... 

1  1 10 

II.. 

121 

33 . .  . 

1 1 1 1 

12... 

200 

34... 

1  \>l) 

i:j... 

201 

.3.^;... 

M  '  1 

14... 

■>  1  (  ) 

3(i... 

1  200 

\:i... 

21  1 

37.  .. 

1201 

1(5... 

■>.>i' 

38... 

l>  III 

17.. 

'2  1 

3ÎI... 

1  / 1 1 

18... 

Î(H) 

i(»... 

1  ■>,.>(  1 

1!)... 

ioi 

H... 

1  ■;.->  1 

20.  .  . 

iln 

i2.  .  . 

1  Son 

21 . .  . 

3ll 

i3 .  .  . 

1  JO  1 

riel 

44.. 

i3io 

()()..  . 

23oo 

4.^.. 

.   i3m 

()7.  .. 

23o  I 

46.. 

1 820 

(18... 

23 10 

47.. 

l32l 

(59... 

23  1  I 

i8.. 

200(J 

70.  . 

>.320 

19.. 

2,()0  I 

71... 

'321 

:io.. 

20  ro 

72... 

3  000 

rii.. 

>()  1 1 

73... 

3oo  1 

.^)2.. 

2020 

7i... 

3()io 

S3.. 

•'.02 1 

7.") .  .  . 

3oi  1 

.3i.. 

2100 

7C. .  . . 

3o2o 

.^.1.  . 

2101 

77. . . 

3o2i 

.3().. 

>.  1 1 0 

78... 

3 1 00 

.'i7.  . 

.   >.  1 1  1 

79... 

ilOI 

08.. 

>.  1 20 

80.  .. 

)i  10 

.3!».  . 

2 1 2 1 

81  .  .  . 

hii 

(K».. 

2200 

82. . . 

}ii(> 

(11.. 

220 1 

83 .  .  . 

{|2I 

(12.. 

2210 

84... 

320U 

03.. 

2»I  1 

(li.. 

■'.220 

(15.. 

222  1 
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Permutations,  et  leur  classification. 


A.  Soient  (Jeux  ohjcts  a,  b,  classés  dans  un  cerla in  ordre,  c'est- 
à-dire  représentés  respectivement  par  i  et  'à,  nombres  qui  dési- 
j.;nent  leurs  rangs.  On  peut  former  avec  ces  deux  objets  les 
permutations  (tb  et  ba. 

La  première  ne  j)résente  pas  de  dérangement  ou  d'inversion. 
INous  la  figurerons  par  le  signe  o;  la  seconde  présente  une  inver- 
sion, nous  la  figurerons  par  le  signe  i . 

Prenons  actuellement  trois  objets  classés  a,  b,  c  ou  i,  y,  3.  Ils 
permettent  de  former  les  six  permutations 

123,        I  3-2  ,        •>,  1  3  ,        ■2)  1  ,        3  I  5». ,       Oi  I  . 

Si  nous  considérons  une  permutation  quelconque,  et  si  nous 
considérons  les  inversions  qui  existent  entre  le  premier  objet  et 
ceux  qui  les  suivent,  elles  seront  au  nombre  de  o,  i  ou  :>.  ;  o  si  le 
premier  objet  est  i;  i  si  le  premier  objet  est  2;  et  a  si  le  premier 
objet  est  3.  Quant  à  la  permutation  de  deux  objets  qui  suit  le  pre- 
mier, elle  présente,  comme  nous  venons  de  le  dire,  o  ou  i  inver- 
sion. Nous  pouvons  donc  figurer  chacune  des  permutations  par  un 
signe  composé  de  deux  caractères,  le  premier  étant  o,  i  ou  :^  et 
représentant  le  nombre  des  inversions  par  rapport  au  premier 
objet,  et  le  second  étant  o  ou  i.  Il  en  résulte  que  les  signes  figu- 
ratifs des  six  permutations  ci-dessus  seront  respectivement 

Ces  signes  représentent,  dans  le  svstème  de  numération  facto- 
rielle,  les  nombres 

o,      I,     2,     3,      \,     5. 

Si  l'on  écrit  les  permutations  dans  Toi'dre  que  nous  avons 
adopté  plus  haut,  on  voit  donc  que  le  rang  de  chacune  d'elles 
sera  {^p) -\- i ,  en  désignant  par  (/?)  son  signe  figuratif,  considéré 
(H)mme  représentant   un  nombre  écrit  dans  le  svstème  factoriel. 

5.  Il  est  facile  de  généraliser  celte  notion  de  proche  en  proche, 
de  l'étendre  aux  permutations  d'un  nombre  quelconque  d'objets, 
et  d'en  déduire  ainsi  un  mode  de  classification  invariable  de  ces 
permutations.   Par  exemple,   soient  qualrc   objets  </,  b^  c,  <^/ ou  1, 
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u,  3,  4-  l'i'enons  une  j^erniiilalion  quelconque  c  d  a  6,  ou  3  4  i  ^• 
Le  premier  objet  étant  3,  le  nombre  des  inversions  par  rapport 
à  cet  objet  est  a.  La  permutation  4  »  2  qui  reste  à  la  droite  est 
figurée  par  ^o,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  précédemment.  Donc 
le  signe  figuratif  de  la  permutation  Z'\ii  sera  îiao;  et  son  rang 
sera  a  2  o  -H  i  ^::  i  7,  en  lisant  a  ■>.  o  dans  le  système  factoriel.  Il 
s'agit  donc  de  la  17^  permutation  des  4  objets  i,  2,  3,  4- 

L'Identité  entre  les  résultats  obtenus  ici  et  le  système  de  la  nu- 
mération factoi'ielle  résulte  de  ce  que  le  nombre  des  inversions 
entre  un  objet  quelconque  et  ceux  qui  le  suivent  ne  peut  varier 
que  de  zéro  à  /?,  n  indiquant  le  nombre  des  objets  suivants,  c'est- 
à-dire  présente  justement  la  même  propriété  que  les  cbilTres  de  la 
nujnéralion  factorielle. 

6.  Pour  que  cetle  classification  des  permutations  d'un  nombre 
quelconque  d'objets  soit  véritablement  utile,  il  faut  pouvoir  ré- 
soudre facilement,  et  pour  ainsi  dire  à  vue,  ou  avec  très  peu  de 
calculs,  les  deux  problèmes  suivants  : 

l^lanl  donnée  une  pormulalion  de  m  objets,  t/oiner  le  rang- 
de  cetle  permutation  ; 

Etant  donné  le  ran<^  d^  une  permutation ,  trouver  cette  per- 
mutation. 

iNous  allons  successivement  les  examiner  en  faisant  immédiate- 
ment ajjplication  à  des  exemples. 

Si  l'on  donne  une  permutation  (|U('leouque  de  m  objets  i,  2, 
3,.  .  .  /;?,  le  signe  du  premier  objet,  diminué  d'une  unité,  donnera 
nécessairement  le  premier  cliifiVe  du  signe  figuratif  de  la  permuta- 
lion.  Dans  la  permutation  restant  à  droite,  nous  diminuerons  de  i 
les  signes  des  objets  supérieurs  à  celui  du  premier,  el  nousappli- 
querons  la  même  règle,  et  ainsi  de  suih-. 

Soient,  par  exemple,  ()  objets  <^/,  A,  (\//,(\  /  ou  1,  < ,3,4>  ^j^^î 
considérons  la  permuiiilion  d  e  f  e  a  h  ou  .\  3  ()  .")  i  ■>..  Nous  ferons 
les  liansfonuiilious  siiivanles  : 

4.3  5   i   I   -x 
t .  3 .  .j .  3 .  1 .  V» 


•       -^   ISI    - 

cl  il  s'cnsuil  que  le  sii;nc  lij;iir;ilif  (:>l 

(3  ■}.  3  'A  o). 
Le  rang  est  donc; 

(3  -2  3  2  o)-r-  I  =  3.5!  -1-9..4!  H-3.3!  -r-a.?,!  -+-1  =  43f, 

c'est-à-dire  que  la  permutation  donnée  est  la  4'^''- 

Passons  maintenant  au  deuxième  problème,  ('onnaissant  le  ranj^ 
d'une  permutation,  on  aura  immédiatement  le  signe  représentatif 
en  retranchant  une  unité,  et  convertissant  le  nombre  ainsi  obtenu 
dans  le  s^'stème  factoriel. 

Ayant  obtenu  ce  symbole,  on  en  augmentera  tous  les  chifïïes 
d'une  unité;  puis  on  écrira  dans  leur  ordre  tous  les  objets.  Si  le 
premier  chiffre  du  résultat  ainsi  obtenu  est  c,,  on  prendra  l'objet 
du  rang  C(  et  on  l'effacera  de  la  liste  pour  le  mettre  en  tête  de  la 
permutation  ;  si  le  deuxième  chiffre  est  Co,  on  prendra  l'objet  de 
rang  Co  parmi  ceux  qui  restent,  et  ainsi  de  suite.  Ce  procédé 
permet,  comme  on  le  voit,  d'obtenir  le  résultat  pour  ainsi  dire 
mécaniquement  et  sans  calcul,  du  moment  qu'on  a  le  signe 
représentatif. 

On  demande,  par  exemple,  la  17"^  permutation  de  4  objets. 
JNous  convertissons  17 —  1=16  dans  le  système  factoriel  et  nous 
avons  (22  o).  Nous  en  formons  3  3  i;  puis  les  quatre  objets 

a  b  c  d 

étant  écrits  dans  leur  ordre,  nous  prenons  le  3",  c;  puis  le  3''  de 
ceux  qui  restent,  ou  d\  puis  le  premier  de  ceux  qui  restent,  ou  a\ 
nous  avons  donc  c  d  a  b  pour  la  permutation  cherchée. 

Prenant,  comme  seconde  application,  le  même  exemple  que 
plus  haut,  soit  demandée  la  43  i'"  permutation  de  six  objets 

a,  h,  c,  d,  e,  f. 

Convertissant  4^0  dans  le  système  factoriel  ,  nous  avons 
(3  2  3  2  o).  Nous  écrivons  \  3  \  ?^  i;  d'où  nous  déduisons,  comme 
ci-dessus, 

d  c  f  e  a  b 

pour  la  permutation  cherchée. 

7.    Nous  donnons  ci-dessous  le    fableau   des  permutations   dr 


i«2 


quatre   objels,    avec   l'indication    de   leurs    ranf;s    el   leurs  signes 


figura  li 

fs. 

i"-'. 

, 

'1 

3 

4 

o 

o  o 

?/. . 

I 

•}. 

f\ 

3 

() 

o    1 

3^ 

I 

3 

■2 

î 

<) 

1    o 

4".. 

1 

3 

4 

1 

o 

1    I 

5^ . 

I 

4 
4 

t. 
3 

3 

o 
o 

•>,  o 

6^. 

a    1 

,-e 

•1 

1 
I 

/î 

4 
3 

I 
1 

o  o 

8^. 
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9"- 

■2 

3 

I 

4 

I 

I    o 

\(f . 

2 

3 
i 
4 

4 

3 

I 

3 

I 

I 
1 

I 

I    i 

I  I*". 

1  o 

Il^ 

2    I 

l3^ 
>4^ 

\-\ 

I  S'-' . 

Mf. 

v.o" . 
■?.  I  " . 

23«, 

24^ 


3    1 
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4 

2 

o  o 

3   I 
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2 

2 

o    1 

3  -x 

I 

4 

2 

I   o 

3  ■>. 

4 

I 

2 

I   I 

i  4 

I 

•> 

2 

2   O 

3  4 

2 

I 

2 

2     I 

4  ï 

2 

3 

3 

O    O 

4  I 

3 

2 

3 

O     I 

4    2 

I 

3 

3 

I     O 

4  'i 

3 

I 

3 

I     I 

4  '5 

I 

2 

3 

2    O 

4  3 

2 

1 

3 

2     I 

8.  Le  nombre  lolal  des  inversions  d'une  permulalion  déter- 
minée est  évidemment  égal  à  la  somme  des  chiffres  de  son  signe 
figuratif.  Gela  résulte  de  la  définition  même  de  ce  signe.  En  con- 
sidérant le  Tableau  ci-dessus,  ou  tout  simplement  en  avant  égard 
à  la  formation  successive  des  nombres  entiers,  dans  le  svstème 
de  numération  faclorielle,  il  est  clair  que  ce  nombre  d'inversions 
est  : 

pair,  lorsque  le  rang  de  la  permutation  est  de  l'une  des  formes 

4/i'  ou  4A  +  I  ; 
impair,  lorsque  le  rang  de  la  permutation  est  de  l'une  des  formes 

4A  -f-  a  ou  4/r-h  3. 

Celte  remarque  est  de  nature  à  faciliter  beaucoup  la  construc- 
tion d'un  déterminant,  sans  qu'il  puisse  v  avoir  juicune  équivoque 
sur  les  signes. 

Si,  par  exemple,  nous  avons  à  calculer 

n^     f>i     Cl 

«2        ''2        ^2 

rt^      63     r^    j 
nous  formerons,  dans  leur  ordre,  les  |icrmulations 

12  3,      1   3  2.     2   I   3,     2  3   I ,      !   I   2,     3  2 
auxquelles  correspondront  les  signes 

■h     ~     ■'-     -+■     -+-     — . 
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c'csl-à-(]ii'c  (|iu'  le  (Iclciniiiiiitil  est 

a  ,  6,  C.J  —  «1  ^:)  C-i  —  «2  6j  C;,  —  «2  ''  !  f'i   -1"  "  \^\  C-2  —  «:)  ^2  '' \  ■ 

Si  lous  les  élémenls  du  (léleniiiiianl  sont  positifs,  il  y  aura 
avantage  à  écrire  d'une  part  les  permutations  de  rangs 

r,     4,5,     8,9,      i'2,i3,      16,17,     ...- 

<|ui  fourniront  les  termes  positifs;  et,  d'autre  part,  celles  de  rangs 

'2,3,        6,7,         10,11,         II,""»,  '8,  M);  ■••' 

(|ui  fourniront  les  termes  négatifs. 

On  remarquera  enfin  que  la  notation  proposée  donne  pour  ainsi 
dire  à  vue  la  décomposition  d'un  déterminant  suivant  les  éléments 
de  la  première  colonne,  par  exemple;  car,  si  l'on  a  le  déterminant 


'1,       l>n       C„        ...        /„ 

toute  permutation  dont  le  signe  figuratif  commencera  par  le 
chiflre  p  correspondra  à  un  terme  contenant  «^,4.1.  H  n'y  aura 
donc  qu'à  grouper  ensemble  les  signes  figuratifs  commençant  par 
p  pour  avoir,  avec  leurs  signes,  les  termes  contenant  «y,^.,,  dans 
lesquels  on  mettra  ensuite  cip^i  en  facteur  commun. 

Il  est  clair  qu'on  aurait  de  même  les  développements  par  rapport 
aux  éléments  de  la  deuxième,  de  la  troisième  colonne,  etc.,  en 
amenant  la  colonne  considérée  au  premier  rang  par  une  permuta- 
tion préalable  de  colonnes. 


Si(r  les  systèmes  de  pénlnvariants  principaux  cV une  forme 
binaire;  par  M.  Maurice  d'Ocagne. 

(Séance  du  5  décembre  1888.) 


Je  commencerai  par  définir  la  notation  suivante  : 
Rtant  donnée  une  suite  de  quantités  affectées  d'indices  u^),  Ut, 
/(■> u,i .  .  . ,  je  désignerai  par  /a  même  lettre  dépour\-ue  d*in- 
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dice  une  ^arial)le  ilcliviî  par  rapport  à  laquelle,  dans  la  suite  pré- 
cédente, chaque  quantité  aurait  pour  dérivée  celle  qui  vient 
immédiatement  après  elle,  c'est-à-dire  telle  que 

dii^  dui  du,i 

du  (tu  au 

Dès  lors,  on  voit  tpielle  est  l'opération  à  elTectuer  sur  une  fonc- 
tion quelconque  de  1/^,  u, ,  «,7  •  •  •  >  qi'c  sj'mbolise  la  notation  —  • 

Cette  définition  posée,  je  rappellerai  un  théorème  que  j'ai 
obtenu  jadis  (  ')  et  qui  a  été  depuis  considérablement  généralisé 
d'abord  par  moi-même  (-),  puis  par  M.  Perrin  (■').  Voici  ce  théo- 
rème : 

Pour  p  au  moins  égal  à  2,  r expression 

„  di'la^ 

^"  =  <  -dFu'\ 

est  un péninvariant  de  la  forme  binaire  représentée  symboli- 
quement par  {.X  -}-  et.}')" ■ 

J'ai  fait  observer  (''),  en  outre,  que  les  n  —  i  péninvariants 
fournis  par  cette  expression,  dans  laquelle  on  fait  />=2,  3, 
4,  ...,  n,  constituent  un  système  de  péninvariants  principaux 
de  la  forme  de  degré  n  considérée.  En  d'autres  termes,  ils 
peuvent  servir  à  exprime)-  tous  les  péninvariants  de  celte 
forme. 

Or  on  sait  que  le  système  des  péninvariants  princqiaux  ordi- 
naires l'o,  ("u,  .  .  . ,  v„  est  défini  par  les  formules 


(•) 


ip — ipaïaip    ^-^ a.2ai,,-i 

ip{ip  —  \)...  {p-^\)     , 
\  .•>....  p 

dv^i, 


(2)  1^.,,,+  ,  =  «0 -7- '«Il 


da 


n  >  i/.- 


(')  Comptes  rendus,  l.  Cil,  p.  (jiH. 

(0  lOid.,  l.  CIV,  j).  «j'ji  cl  i.36/(. 

(')  Ibul.,  t.  CIV,  p.  n»;)7  et  i2j8. 

(•)  Annales  de  la  Société  scienlijique  de  Bruxelles,  t.  \l.  p.  3i(<. 
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Un  problème  se  posait  donc  tout  nalurcUcmenl  :  passer  du  sys- 
tème  de  péninva.riant s  principaux  (cp)  au  système  {v)  et  réci- 
proquement. Ce  problème  présentait  une  réelle  difficulté  en 
raison  de  la  discontinuité  de  la  loi  de  formation  des  péninvariants 
V,  et  pourtant  des  formules  ('),  obtenues  par  un  calcul  de  proche 
en  proche,  assez  laborieux,  faisaient  soupçonner  des  formules  gé- 
nérales fort  élégantes. 

Ces  formules  générales  viennent,  y;o«/' /e  cas  des  indices  pairs  y 
d'être  établies  par  M.  E.Cesaro,  avec  une  remarquable  habileté  (-). 

Représentant  par  S  s,   la  somme  de  tous  les  produits  analogues 


/' 


à  £,.,£,.,, .  .  . ,  £,.,,  OÙ  /■,  -1-  /'a  +  .,.-[-  ri=p,  en  nombres  entiers  et 
positifs  (algorithme  isobariquc),  M.  Cesaro  a  démontré  que 

(3)         ,,  -(ip}iy\^ù  r  ?2'-  \\. 

,=1  /, 

11  restait  à  trouver  les  formules  générales  correspondant  au  cas 
des  indices  impairs.  J'ai  été  assez  heureux  pour  y  parvenir  en 
partant  des  résultats  mêmes  de  M.  Cesaro.  En  supposant  v^p  et 
'^2/j  remplacés  par  leurs  expressions  (3)  et  (4)  et  faisant  usage  de 
la  notation  symbolique  définie  en  commençant,  j'écris  ces  for- 
mules 

\  ^}  <'2/J+l  —        ,  ^      1 

(6)  ^,,^,  =  -^±. 

Leur  similitude  est  tout  à  fait  frappante,  étant  donnée  la  diffé- 
rence qui  existe  entre  les  lois  de  formation  des  systèmes  (r)  et 
(a).  Leurs  démonstrations  présentent  aussi  une  grande  analogie. 
Te  me  bornerai  à  indiquer  celle  de  la  formule  (5). 


(•)  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XI,  j).  317. 
(-)  Nouvelles  Annales,  3"  série,  t.  Vil,  ]).  4(5^. 

XVI.  12. 
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Appliquant  à  l'expression  (3)  de  Vop  l'opération  désignée  sym- 

boliquenient  par  -^  ,  on  a,  en  écrivant  V  pour  V     ■  ^^'',     , 


p 
rtS 


Si  l'on  porte  les   valeurs  (3)  et  (7)  de  V2p  et  -—■  dans  (2),  il 
vient 

i  =  p  ^g  < 

i 

Si  nous  écrivons  X       '"''',     sous  la  forme 
p 

nous  voyons  que 

i  /c-i  ,c       ,n  i'>ri.  rn 

rfS  _,         S      ?2..?2,-,...-^...f2,-, 

r/a        O/,  (2/-,)!(2/-2)!---(20,-)!-(a/V)!* 
Mais  de  la  définition  même  des  cp  on  déduit 

f/o,  Q,       -h  a/Vi-rtr-?.,. 


Transformant  la  formule  précédente  au  moyen  de  celle-ci  et 
tenant  complc  de  la  condition  /',  4- /"a  4-  •  •  •  -h  /'/  =  /^,  on  voit 
que 

i  k-i 

fis  s   o     o  c>  o  ' 

p  _  i  Q       i~\  ^'^'•'  ' ^'"i  •  •  •  ^^'•»+'  •  •  •  ' •-'•'         2/?«i  n 

d'où 

dS  '  2    o,    o.      .  9,^.         o. 

""  5^  ~  ■'■'''''' O  -(•2/-,)!(2r,)!...(2a)!...(2/v)!' 
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Or  le  second  membre  de  cette  expression  n'est  autre  chose, 

dà 
avec  notre  notation,  que  -j^'  La  formule  (8)  devient  donc 


ou,  en  rapprochant  de  (3), 


"fi'  . 

l-  1 


_  dvop 

La  formule  (5)  se  trouve  ainsi  établie.  La  démonstration  de  la 
formule  (6)  est  analogue,  avec  cette  différence  que  c'est  la  for- 
mule (2)  ({ui  y  joue  le  rCAe  rempli  ci-dessus  par  la  formule  (9). 

Exemple  d'application.  —  Les  formules  (3)  et  (4)  de  M.  Ce- 
saro  donnent 


V6 


ta6-l-3ocp2<?4-T-6o9:|  -00  1 


Au  moyen  de  mes  formules  (5)  et  (6),  j'en  déduis  immédiate- 
ment 

Cf7  -t-  3o(Cfl2?5  -i-  ?3?v)  +  l80Cp|o3 


v^  = 


^7  =  alvi  ~  ioaliv^v^  -h  v^v^)  -+-  Bôof^fs. 


EXTRAITS  DES  PROCES-VERBAUX. 


SÉANCE  DU  2  NOVEMBRE  1887.] 

PRÉSIDENCE   DE  M.   FOURET. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  les  hypothèses  fondamentales  de  la  Géo- 
métrie. 
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M.  Laisani  :  S lu^  quelques  formules  de  Trigonométrie. 

M.  d'Ocagne  :  Sur  quelques  propriétés  des  courbes  algé- 
briques. 

M.  Kœnigs  :  Sur  les  surfaces  engendrées  par  deux  séries 
de  coniques. 

M.  Humberl  :  Sur  les  courbes  isotropiques. 


SÉANCE  DU  16  NOVEMBRE  1887. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FOURET. 

Élections  :  MM.  del  Pezzo  et  Albeggiani,  présentés  par 
MM.  Fouret  et  Guccia;  M.  l'abbé  Issalj,  présenté  par  MM.  Jordan 
p.V  Humbert,  sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  de  Presle  :  Sur  le  développement  des  fonctions  H  et  (■> 
en  produits  infinis. 

M.  Vicaire  :  Sur  la  réciprocité  entre  la  trajectoire  d'un 
point  libre  sous  l'action  d'une  fonction  des  forces,  et  la  bra- 
chistoclirone. 

M.  Humbert  :  Sur  les  normales  menées  d'un  point  à  une 
courbe  ou  à  une  surface. 


SÉANCE  DU  7  DÉCEMBRE  1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    FOURET. 

La  Société  procède  à  la  discussion  des  modifications  demandées 
à  son  Règlement  parle  Conseil  d'Etat,  en  vue  de  la  reconnaissance 
d'utilité  publique. 

SÉANCE   DU  21  DÉCEMBRE   1887. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    DE   PRESLE. 

Élection  :  M.  Cerruli,  présenté  par  MM.  Fouret  et  Guccia, 
est  élu  à  l'unanimité. 
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Coni m  un icalio/is  : 

M.   de   Presic  :   S/n-   le  dé^'cloppenienl   fies  fonelions   langx 
('/  cota:. 


SÉANCE  DU   4  JANVIER    188S. 

PnÉSIDENCK   DK   W.    FOCRKT. 

La  Société  procède  an  rcnouvellemenl  de  son  Bureau. 

Communications  : 

M.  Humberi  :  Sur  le  lieu  des  foyers  ou  des  focales  d'un 
faisceau  tangenliel  de  courbes  ou  de  surfaces. 

M.  RafTy  :  Sur  les  courbes  unicursales  dont  l'arc  s'exprime 
par  une  somme  de  log  et  <i'arctang. 


SÉANCE  DU    18  JANVIER  1888. 


PRESIDENCE    DE   M.    FOURET. 


Communications  : 

M,    Hunibert  :  Sur  l'orientation  des  systèmes  de  droites. 
M.  Fouret  :    Sur  un   mode  de  transformation  des  courbes 
n'altérant  pas  la  longueur  des  arcs. 


SÉANCE  DU    !'•'  FÉVRIER    1888. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    (..VISANT. 

Election  :  M.  Bioche,  présciilc  [)ar  MM.   Ball's  cl  K.œnigs,  est 
•'lu  il   I  unanimilé. 
Co/n/n un ications  : 
M.  Fouret  :   Sur  les  stelloïdes. 
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SÉANCE  nu  i:;  FÉVRinn  isss. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    LAISAXT. 

Communications  : 

]\[.  Robin  :   Sur  la  distribution  rie  l'électricité. 


SÉANCE   DU  7   MARS    1888. 


PRESIDENCE    DE   !\I.    EAISANT. 


Elections  :  MM.  Papelier  et  Robin,  présenlés  par  MM.  Laisanl 
et  Raffj;  M.  Asutosh  Mukhopâdhyây,  préscnlé  par  MM.  Laisanl 
et  Humbert,  sont  élus  à  l'unaniniilé. 

Communications  : 

M.  Réveille  (Noie  présentée  par  M.  Foiirel)  :  Sur  (juclques 
points  de  la  Géométrie  cinématiciue. 

M.  Kœnigs  :  Sur  une  généralisation  du  théorème  de  Guldin. 

M.  Humbert  :  Sur  V hypocycloïde  à  trois  rebroussements. 


SÉANCE   DU   21    MARS    1888. 


'RESIDENCE    DE    M.    LAISANT. 


Elections  :  MM.  Félix  Lucas  et  Wickersbeimer,  présentés  par 
MM.  Laisanl  et  Lemoine;  MM.  Peigné  et  Canet,  présentés  par 
MM.  Laisant  et  Humbert;  MM.  Pierre  de  Witt  et  Germain  Bapst, 
présenlés  par  MM.  Humbert  et  Lorin,  sont  élus  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Fouret  :  Sur  une  série  d'é(/uatio/)s  dont  toutes  les  ra- 
cines sont  réelles. 

M.  Fouret  :  Su  •  un  caractère  fie  convergence  des  séries 
donné  par  M.  Jensen. 

M.  Iliiniberl  :  Sur  (juehjncs  proprirlés  //téfrif/ites  /elrttnes 
au.r  faisceaux  tangcftlitds  de  courbes. 
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SÉANCE   DU    4  AVIUI.    ISSS. 

PRKSIDENCE    DE   M.    ANORK. 

Élection  :  M.  Vilo  Volterra,  présenic  par  MM.  Foiiret  eL 
Guccia,  est  élu  à  riinanliuilé. 

Comnii/nications  : 

M.  Fouret  :  Si//-  une  série  d'équations  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles. 

M.  Bioche  :  Sur  les  courbes  de  M.  Bertrand. 


SÉANCE   DU   18  AVRIL    1888. 


PRESIDENCE    DE   M.    LAISANT. 


Élection  :  M.  Fabrj,  présenté  par  MM.  Poincaré  et  Humbert, 
est  élu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  Poincaré  :  Sur  l'imciriani  intégral. 

M.  Catalan  :  Sur  les  fonctions  X„,  et  sur  quelques  proposi- 
tions de  la  tJiéorie  des  nombres. 

M.  de  Presle  :  Sur  le  développement  de  cot j:". 

M.  Fouret  :  Sur  une  série  d' écjuations  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles. 


SÉANCE   DU   2  MAI   1888. 


PRESIDENCE    DE    M.    LAISANT. 


Communications  : 

M.   Fouret  :   Sur  deux  systèmes  de  courbes  isodiques. 
M.  de  Presle  :  Sur  la    résultante  de  deux  équations  à  une 
inconnue. 
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SÉANCE   DU    10   MAI   1888. 

PRÉSIDENCE    DE    iM.    LAISANT. 

Communications  : 

M.  André  :  Sur  la  marche  de  la  reine  aux  échecs. 
M.  Lucas  :  Sur  certaines  fonctions  des  racines  d'une  équa- 
tion algébrique. 

M.  Miimbert  :   Sur  les  aires  sphèriques. 


SÉANCE     DU  ()  .lUlN     1888. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    LATSANT. 

Communications  : 

M.  Wcill  :  Sur  une  propriété  des  systèmes  de  courbes  algé- 
briques. 

M.  Poincaré  :  Sur  une  généralisation  du  calcul  des  varia- 
tions. 


SÉANCE   DU  20  JUIN   1888. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    FAISANT. 

Communications  : 

M,  Foiiret  :  Sur  une  classe  de  corps  limités  par  une  surface 
engendrée  par  une  par((bole. 

M.  Hiinibcrl  :  Sur  r extension  aux  cubiques  gauches  du 
théorème  de  Desargues. 


SÉANCE   DU   i  .lUILLEï    1888. 


PRESIDENCE    DE    M.    I.AISANT. 


hJlectinns  :  MM.  Mercier  cl  Mar(|uis('l,  |1!('S(mUcs  par  MM.  I^ai- 
sanl  (îl  Lucas;  ^L  IVacoii,  prcseiilt'  par  M^L  \pp('ll  cl  I  )<'iiiaiii('s. 
soni   ('lus  à  riiiianiiinl/-. 
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Communications  : 

M.  Rouelle  :  Sur  une  iXolc  do  M.  Delannoy,  rcidlive  à  la 
iluri'P  du  jeu.  . 

M.  de  Presie  :  Sur  les  dérivées  de  la/orme  — 1'^;^" 

M.  Lcinoine  :  Sur  la  mesure  de  la  simplicité  en  Géométrie, 
et  sur  un  nouveau  système  de  coordonnées. 

M.  LaisanI  :  Sur  le  nombre  de  décompositions  d'un  noinhre 
en  ses  diviseurs. 


SÉANCE   DU    18  JUILLET    1X88. 

PUKSIDENCE    DE   M.    LAISANT. 

Élections  :  M.  Dilloii,  jirésenté  par  MM.  LaisanI  et  Lucas,  est 
t'iu  à  l'unanimité. 

Communications  : 

M.  de  Presie  :  Sur  les  nombres  de  Bernoulli. 

M.  Simonnet  :  Sur  un  problème  de  Géométrie  proposé  par 
M.  Lemoine. 

M.  LaisanI  :  .9///'  un  inoblèine  relatif  à  un  sjstème  de  deux 
courbes  planes. 
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18T'2.      ACIIARD,  directeur-adjoint  de  la  Conipa[;iiic  d'assurances  sur  la  vio  la  Foncière,  rue 
de  Ja  Terrasse,  6  bis,  à  Paris. 

1887.  ALBEGGIAM  (  M.-L.),  professeur  à  l'Univeisité,  l\,  Salila  liandilore,  à  Palorme  (Italie). 
1881 .  A.MICIES,  professeur  au  lycée,  boulevard  du  INIusée,  f>G,  à  Marseille  (  liouclicsdu-Iîliùne  ) 
187"2.      AVDIIK  (Désiré],  docteur  es  Sciences,  rue  Gay-Lussac,  17,  ii  Paris. 

1870.      APPF.Mi,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Le  \'erricr,  6,  à  Paris. 

1884.  AIJ\AID.  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  h  INice  (Alpes-Maritimes). 
1872.      ARO.\  (Henri),  banquier,  rue  du  Quatre-Seplenibre,  18,  à  Paris. 

1881.  ASTOR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  lionne,  à  Grenoble  (Isère). 

188'2.  AITOWE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  place  d'Helvétic,  7,  à  Lyon  (Rhône). 

1888.  BM'Sr  (Germain),  faubourg  Saint-Honoré,  2i.t,  à  Paris. 
188C.  liAltBKItE\A,  ingénieur  topogra[)he,  à  San-Salvador. 

t87i.       BEVOIST  (Adolphe),  docteur  en  droit,  place  du  Chiitelet.  3,  à  Chalon-sur-Saône  (  S.iône- 

et-L(.ire},  S.  P. 
lS7.j.       BEUDEl.LE ,  ancien  garde  général  des  forêts,  à  P\ioz  (  Ha\ite-Saône). 

1^73.       BEItTBAM)  (Joseph),  secrétaire    perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,   rue   de  Tour- 
n(!ii,  \,  à  Paris. 

1887.  BE\E\S  (Ignacio),  capitaine  du  Génie,  5,  Santa  Inès,  à  Cadix  (Espagne). 
1875.      BISCIIDFFSIIEIW,  banquier,  rue  Taitbout,  3,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      BiEWV^IE  (Arthur),  directeur  des  Constructions  navales,  à  Toulon  (Var). 

1872.  B1E\A\MÉ,  membre  de  l'Institut  (décédé),  S.  P. 

1888.  BlOClIiï,  professeur  au  Lycée  de  Douai  (Nord). 
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1887.       CERUrri,  professeur  a  l'Université,  ii  Rome  (Italie). 
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188S.  CIIAILAN  (Edouard),  nie  Rcrtliollet,  il,  à  Paris. 

187-2.  CIIASI.ES,  membre  de  l'Inslitnt  (décédé),  S.  P. 

1881.  (!I1E.HI.\,  ingénieur  en  chef  des  Ponls  et  Chaussées,  avenue  de  l'Aima,  12,  à  l'aris. 

1881.  (;illt\STAL,  professeur  à  l'Université,  à  Edimbourg  (licosse). 
1873.  CniALK,  rue  de  la  Tour-des-Dames,  2,  à  Paris. 

187'2.  CLAVEl'X,  iiitiMidant  divisionnaire  en  retraite,  avenue  de  Clichy,  J2,  à  Paris. 

1870.  CI-A[Ji»l':-LAFO.\TAl\i:,  banquier,  rnc  de  Trévise,  32,  à  Paris,  S.  P. 

1872.  COI.IdG.\0\',  ingénieur  en  elief  des  Ponls  et  Chaussées,  rue  des  Saints-Pères,  28,  ii  Paris. 

1875.      CO.IIBEKOl'SSE  (nn),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers  et  à  l'iicole  Centrale, 
nie  Saint-Lazare,  94,  à  Paris. 

187'2.      COLIÎCKI.LKS,   professeur    de   iMatiiéniatiques    spéciales  au    lycée   Saint-Louis,  3'»,  rue 
Gay-Lussac,  a  Paris. 

188i .       CUAKi  (Thomas),  professeur  à  rUnivcisité  John  Hopkins,  à  Baltimore  (  États-Unis  d'Ainé- 

ri(|ne  ). 
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1877.      CUF.MOXA,  sénateur  du  royaume  d'Italie,  directeur  de   l'École  des  Ingénieurs,  à  Uonie 
(  Italie  ). 

1880.  CItETIN',  professeur  au  lycée  Saint-Louis,   rue  du  Val-de-Giàcc,  9,  à  Paris. 

187 '2.      DAKltOl'X,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  membre  de  l'Institut,  rue  Gay-Lussac, 
3'i,  à  Paris. 

1885.       DAI'TIIEVILLE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Alontpellier  (Hérault). 

1882.  DAVID,  lieutenant-colonel  d'Artillerie  en   retraile,    rue   Raymond  IV,  23,   à  Toulouse 

(  Haule-Gaionne  ). 

1881.  DEFI'ORCES,  capitaine  d'infanterie,  attaché   à  l'Etal-major   du  .Ministre  de  la  Guerre, 

boulevard  Latour-IMaubourg,  '1 1 ,  à  Paris. 

1882.  DELAWOY,  sous-intendaut  militaire,  à  Orléans  (Loiret). 

1885.      DEMAUlRliS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 

1883.  D  ■lI{liVT.\  docteur  es  sciences,  chargé  de  Cours  à   l'Université,  rue  des  Auguslins,  35, 

à  Liège  (Belgique). 
1872.       DEWlIiF,  colonel  du  Génie,  à  Rayonne  (Basses-Pyrénées). 
1882.      DREVI'US  (Camille),  député,  rue  de  l'Université,  195,  à  Paris. 
188G.       Dl\CA\,  assistant  à  l'Université  John  Hopkins,  à  Baltimore  (Étals-Unis  d'Amérique). 

1872.  DL'IUtA\DE,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (A'ienne). 
1885.      DVCK  WALMIER,  professeur  au  Polytechnicum,  à  Munich  (Bavière). 

1881.  ESEAIiY,  professeur  au  Lycée  de  Constantine  (Algérie). 

1873.  EABKE,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique,  avenue  Trudaine,  2(5,  ;i  Paris. 
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rue  JouHroy,  39,  à  Paris. 


—  8  — 


Dalo 

de 

l'admission. 
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1885.  GIJYOX,  lieutenant  de  vaisseau,  i3,  rue  de  l'Université,  à  Paris. 

1873.  UAAG,  injïénienr  en  chef  des  Ponts  et*  Chaussées,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique, 

rue  Chardin,  1,  à  Paris. 

1882.  HARICM,  directeur  de  l'École  des  Mines,  à  Lima  (Pérou). 

1872.      UALPnEi\,  membre  de  l'Institut,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  rue  Sainte-Sophie,  17,  à 
Versailles  (Seiiie-et-Oise).  S.  P. 

1886.  llAll'r.MAW,  ingénieur  attaché  aux  chemins  de  fer  russes,  rue  Bichat,  3o,  .à  Paris. 

1872.      IIATO\  DE  LA  COII'ILLIÈUE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  Mines,  direc- 
teur de  l'École  des  Mines,  60,  boulevard  Saiui-Michel,  à  Paris,  S.  P. 

1872.      BEi\RY,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Privas  (Ardèche). 

1882.      UE\RY  (Charles),  bibliothécaire  à  la  Sorbonne,  rue  Le  Verrier,  11,  à  Paris. 

1872.  HERMARY,  chef  d'escadron  au  17^  régiment  d'Artillerie,  à  Douai  (Nord). 

1873.  IIERMITE,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté,  des  Sciences,  rue  de  la  Sor- 

bonne, 2,  à  Paris,  S.  P, 

1875.      niRST,  Athen;eum  Club,  Londres  (Angleterre),  S.  P. 

1879.  IIOLST  (Llling),  stipendiât  de  l'Université,  Pilestrade,  /|9,  à  Christiania  (Norvège). 
1872.      lIOllItKiAiVT,  chef  de  bataillon  du  (iénieen  retraite,  rue  Lecourbe,  88,  ii  Paris. 

1872.  lll'GO  (Comte  L.),  traducteur  au  Ministère  des  Travaux  publics,  rue  des  Saints-Pères, 

if\,  à  Paris. 

1880.  IIIIIIRERT,  ingénieur    des    Mines,    répétiteur   ii  l'LcoIe  Polytechnique,    161,  boulevard 

Haussmann,  à  Paris. 

1887.  IliliAIIIM  EFl'EM)!,  proHîsseur  de  Mathématiques  à  l'I^cule  impériale  civile  de  Médecine, 

à  (jonslantinople  (Turquie). 

1881.  IMRER,  professeur  à  l'École  Colbert,  boulevard  Beaumarchais,   109,  à  Paris. 
1887.       ISSAIiY  (l'abbé),  boulevard  de  Caudéran,  365,  à  Bordeaux  (Gironde). 

188G.      .lABliO.XSKI,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  f\o,  boulevard  Saint-Germain,  à  Paris. 

1873.  JAM.\,  chef  d'escadron  au  17^  régiment  d'Artillerie,  à  la  l'ère  (Aisne). 

1872.      JAYAUY,    chef    des    travaux    gra|)lii(iues   à    l'I'cole    Polylechnique,   rue    <lu    Cardinal- 
Lenioine,  i,  il  Paris. 

1889.      JOXQIIÉRE  (Alfred),  Docteur  eu  Philosophie,  rue  Bonaparte,  3,  à  Paris. 

1872.      JOUDA\',  membre  de  l'Institut,  prol'esseur  h  l'École  Polytechnique,  rue  de  Varenne,  '|8, 
a  Paris,  S.  P. 

1872.      JOIFFRET,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  à  Bourges  (  Cher). 
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1875.  JOiVC,  professeur  à  rinstitut  technique  supérieur,  -,  via  Principe  Umberto,  li  I\Ii- 
lan  (Italie). 

1880.  KŒ\1GS,  maître  de  conférences  ;i  l'École  Normale  supérieure,  ijoulcvard  de  l'ort-Royai, 

-■?.,  il  Paris. 

1882.      KOSTE\ËC  (Antoine),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Bohême). 

1882.      KOVALKWSKY  (M""»  de),  professeur  à  l'Université,  ii  Stockholm  (Suède). 

1882.  kltO.\li(lkEI(  (D"' Léopold),  professeur  à  l'Université,  Bellevuestrasse,  i3,  à  Berlin  (Alle- 
magne ). 

1881.  L.VCOK, professeur  de  Mathématiques,  boulevard  Raspail,  i3.'5,  à  Paris. 

1872.  LAFFO\  DE  LADKBAT,  amiral  (décédé),  S.  P. 

1873.  LAISA^T,  député,  docteur  es  sciences,  avenue  Victor  Hugo,  id.!,  à  Paris. 

1875.      LAQl'lÉItE,  administrateur  de  la  commune  mixte  de  Palcstro  (Département  d'Alger). 
1873.      LAl'Tll,  manufacturier,  à  Thann  (Alsace). 

1881.  LAVEISSIÈRE,  rue  de  la  Verrerie,  58,  à  Paris. 

1880.      LEAUTE,  directeur  des  études  à  l'école  Moiigo,  i^i,  boulevard  Malesherbes,  h  Paris. 
1872.      LE.UOI\E  (Emile),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Littré,  5,  à  Paris. 

1879.  LE  PAIGË,  professeur  à  l'Université,  rue  des  Anges,  'ji,  à  Liège  (Belgique). 

1882.  tE  PO.\T,  rue  Gay-Lussac,  72,  à  Paris. 

1872.      LESPIAILT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Bordeaux  (Gironde). 
1882.      LEVY  (Léon),  ingénieur  des  Mines,  rue  de  Logelbach,  9,  à  Paris. 

1882.  LEVY  (  Lucien),  directeur  des  Études  de  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe,  rue 
Valette,  à  Paris. 

1872.  liEVY  (Maurice),   membre  de  l'Institut,  ingénieur  en    chef  des  Ponts   et   (Ihaussées, 

professeur  au  Collège  de  France,  boulevard  Saint-Germain,  2j8,  à  Paiis. 
1875.      LEZ  (Henri),  à  Lorrez-Ie-Bocage  (Seine-et-Marne). 

1873.  LIGUI\E,  professeur  à  l'Université,  à  Odessa  (Russie). 

1877.  LI!VDE)L\NM,  professeur  à  l'Université,  Fragheimer-Pulvorplalz,  5,  à  Kœnigsberg  (  Alle- 
magni"). 

188G.  LIOliVILIiE,  ingénieur  des  poudres,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Écoles, 
6  bis,  à  Paris. 

1880.  LOItliV,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  du  Faubourg-Saint-Honoré,  186.   h 

Paris. 

1872.  LUCAS  (Edouard),  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  i, 
rue  Boutarel,  à  Paris. 

1888.  LIJtlAS  (Félix),  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  du  'l'rocadéi'O,  19, 
à  Paris. 

188G.  !,V0\,  étudiant  en  Mathématiques,  au  bureau  de  i\I.  lelîaron  de  Gunsbourg,  ;i  Saint- 
Pétersbourg. 

1882.  IIIACE  DE  LEPINAY,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Henri  1\',  boule- 
vard Saint-Michel,  i^j,  à  Paris. 

1872.      NALEVX,  professeur  au  collège  Stanislas,  rue  INotre-Dame-des-Champs,  ^4»  ^'  Paris. 

1875.      ilIALLOIZEL,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  l'Estrapade,   17,  ;i  Paris. 

1872.  MAWIIEI»,  colonel  d'Artillerie,  professeur  h  l'École  Polytechnique,  rue  do  la  Pompe, 
II,  à  Paris-Passy,  S.  P. 

!88i.      M\RCI1A\D,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  Poissy,  i3,  h  Paris. 

1888.       MAIIQUISET  (Gaston),  député  de  la  Haute-Saône,  rue  Chateaubriand,  à  Paris. 

1872.      MARSILLY  (  le  général  de),  rue  Chante-Pinot,  à  Auxerre  (Yonne  1. 
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1884.      MAUTI\  (Artcmas).  U.  S.  Coasl  and  gcodesic  Survey  Olfico.  "\Vashiii{;loii  D.  C    (  tlals- 
L'iiis  d'Amérique  ). 

1873.      M.iTIIIEl  (iimilc),  profosseur  à   la  Faculté  des  Sciences,   quai  (^huide-le-I.orrain,  20,  ii 
ÎSaiicy  (  Meurthe-et-Moselle). 

188G.      MAMMOVITCil  (Vladimir),  professeur  à  l'Université  de  Wladiniir  (Russie). 

1889.       DE  MK\Di/.\RVL  TAMBOIIELL,  membre  de  la  Société  de  Géographie  de  Mexico,  rue  Saint- 
Sulpice,  '|,  à  Paris. 

1884.  iMEItCEItEAl,  licenciées-sciences,  boulevard  Saint-AIichcl.  121,  à  Paris. 
1888.  UEItClEll,  député  de  la  Haute-Saône,  rue  de  l'Université,  .52,  à  Paris. 
1873.      MITTAG-LEFFLER,  professeur  à  l'Université,  à  Stockholm  (Suède). 

1872.  MOITAKD,  inspecteur  [fcnéral  des  ÎNIines,  examinateur  des  élèves  à  l'École  Polytechnique, 

rue  du  \  al-de-Grâce,  g,  à  Paris. 

1888.       IIIKIIOPADUVAV  (Asutosh),  professeur  de  Mathématiques,  7-,  Russa  Road,  INorlh  Bho- 
wanipore,  à  Calcutta  (Inde). 

1885.  \EIBERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclessin,  'i,  à  Liè(;e  (Belgique). 
1882.      OCA(i\E  (d'),  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Cherbourg  (Manche). 

1873.  OVIDIO  (Enrico  d'),  professeur  à  l'Université,  piazza  Statuto,  17,  à  Turin  (Italie). 

1882.      PAXEK  (Auguste),  professeur  au  lycée  communal,  à  Prague  (Hohéme). 

1888.       PAPELIER  (Georges),  professeur  de  i\Iatiiématiquos  spéciales  au  Lycée  d'Orléans,  quai 
l'iurrentin,  22,  à  Orléans. 

188'i.       PARAF,   agrégé  des  Sciences  mathématiques,  maître   de   conférences  à  la  Faculté  des 

Sciences,  rue  de  la  Pépinière,  22,  à  INancy  (Meurthe-et-Moselle). 
1872.       PAItME\TlER  (le  général),  rue  du  Cir^pie,  5,  à  Paris. 

1872.  PARRAN,  ingénieur  en  chef  des  IMines,  rue  des  Sainis-Pères,  .36,  à  Paris. 

1882.  PATIRET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  à  Valegnat,  par  Bellenaves  (Allier). 

188i.       PAtTO.WIER  (l'abbé),  professeur  au  collèp.c  Stanislas,   rue   Notre-Danie-des-Champs, 
19,  h  Paris. 

1888.       PEIGNÉ  (Paul),  lieutenant-colonel  d'artillerie,  ilirecteur-adjdint  d'artillerie, avenue  de 
la  Motte-Piquet,  2  1  bis. 

1881.       PELLET,   professeur   à   la  Faculté  des  Sciences,   rue  l'ialiii,  .m,  à  (>lirniont-l"errand 
(  Puy-de-Dôme). 

1883.  PELliFJREAl,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Constantine  (Algérie). 

I87'i.      PERCIN,  chef  d'escadron  d'Artillerie,  commandant  le '1°  bataillon  de  forteresse,  à  Ver- 
dun (  Meuse). 

1881.  PEROTT  (Joseph),  à  Port-Navalo,  i>ar  Ar/.on  (Morbihan),  S.  P. 

1873.  PERUI\,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Erpell,  "),  au  Mans  (Sarthc),  S.  P. 
1887.       PE/,/,0  (i)i;l),  professeur  à  l'Uinversité,  -j,  via  Geiinaro  Serra,  h  Naples  (Italie^. 
1873.      PIIIMl'POX,  secrétaire  de  la  Faculli'  des  Sciences,  a  la  Sorbonue,  a  Paris. 

187ÎJ.       PICARD  (  Emile),    i>rofesseur   à    la    Faculté    des    Sciences,  rue    de    la    Sorbonue,    2,   à 

Paris'. 
1872.       PICOIET,  chef  de  bataillon    du   Génie,    examinateur  d'admission  à  l'École  Polytech- 

iiiiliie,  rue  Rara,  (),  à  Paris. 

1882.  POINf.ARÉ,  membre   de  l'Institut,  ingénieur   des   Mines,   professeur;»   la  Faculté  des 

Sticrnces,  rue  Claiide-liernard,  (i.'5,  à  Paris,  S.  P. 
1882.       POkORW  (Martin),  directeur  du  lycée  communal,  à  Prague  (Rohème). 
1872.       POI.IGXAC  (prince  C.  dk),  villa  Jessie,  route  de  Grasse,  .a  Cannes  (  Alpes-Maritimes),  S.  I'. 
1877.       POUSSET,  professeur  au  lycée,  a  Poitiers  (  Vienne). 
1877.       PUESLE  (m.),  sous-iulenilant  militaire  eu  rt-lraito.   rue   Mou^e.   sj,  a  l'aris. 
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l.SS'(.       l'ICCIUtl'.M.I,  ici.élitciir  au  lyc<''C  Saint-I.oiiis,  hoiilcvard  Saiiit-Mi.licl,  'il,  à  Paris. 
187'2.      riTZ(lc!    (jénéral),  rue  Saint- Aléry,  98,  à  l'oiitaiiichlcau  (Sciiio-cU-Mariie). 

1872.  KAKAIl,  rue  de  Touriioii,  i:>.,  à  Paris. 

188;i.  I1AKI''\,  mailrc  <\o  coiilciciiccs  à  la  l'acuité  des  Sciences,  boulevard  Saiiit-Miclicl,  ()i|, 
a  Paris. 

1873.  KAIVCY    i^ni;),    administrateur   de    la    (Compagnie    d'assurances    /e    Scic'l,    rue    l'or- 

tuny,  5,   à  Paris. 
187'l.       ItElXACII  (liaron  de),  haïKinior,  rue  de  la  Bourse,  \,  à  Paris. 
1870.       KKY  (Casimir),  professeur  à  l'École  du  Génie,  boulevard  de  la  Heine,  ->'),  à  Versailles 

(  Seine-et-()ise  ). 
1872.      lilltAL'COlIlt,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Philipiieville  (Algérie). 

1881.      UIltOT,  ])rofesseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  rue  Jacotot,  i,  à  Dijon  (Côtc- 

d'Or). 
1888.       H(tl!l\  ((iustave\  docteur  es  sciences  mathématiques,  rue  Chanoinesse,  9,  à  Paris. 
1872.       KOftET,  ingénieur  à  la  Manufacture  des  tabacs,  quai  d'Orsay,  (J.i,  à  Paris. 
187'2.      UOI  ABT,  ingénieur  civil,  boulevard  Voltaire,  iS/,  à  Paris. 
1872.      ItOLCHÎ:  (Eugène),  professeur  au  Conservatoire  des   \rls  et  Métiers,  e.vaminateur  des 

élèves  à  l'École  Polytechnique,  boulevard  Saint-Germain,  ai3,  à  Paris. 
1885.      IIOIQI'ET,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée,  place  de   l'École-d'Artille- 

rie,  2,  à   Toulouse    (Haute-Garonne). 
187'2.       ltOrSSEl,l\,  professeur  au  lycée  Fontanes,  rue  du  Rocher,  3n,  à  Paris. 
18X8.      RISSO  (Giovanni),  professeur  à  Catanzaro,  Discesa  Case  Arse,  2  (Italie). 

1881.  SAIXT-l'AllL  (Olcl'i-  de),  sous-dhecienr  d'Artillerie  à  l'Arsenal  de  Toulouse  (Haute-Ga- 
ronne ). 

187 '2.  SAlUtAlI ,  membre  de  l'Institut,  ingénieur  en  chef  des  Poudres,  professeur  à  l'Ecole 
Polytechnique,  avenue  Daumesnil,  9  bis,  a  Saint-Mandé  (Seine). 

1872.  SAKTIAUX,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,   chef  adjoint  de  rexi)loilalion  à 

la  Com|)agnie  du    chemin    de  fer  du  Nord,  à  Paris. 
1885.      SAL'VAGE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Marseille  (Bouches-du-Pihône). 
1881.      SCIILECEI-  (D'  Victor),  à  Hagen  (Allemagne). 
1881.      SCIIOLTE,  professeur  à  l'Université  de  Groningne  (Hollande). 
187G.      SClIlBEItT,  professeur,  Steindamm,  107,  à  Hambourg  (Allemagne). 
1877.      SEfiliV,  avenue  des  Gobelins,  jS,  à  Paris. 

188-2.  SÉLIVANOFF  (Démétrius),  attaché  à  l'Université,  Fontanka,  102,  log.  iG,  à  Saint-Péters- 
bourg (  Russie  ). 

1883.  Sl.MAItT,  lieutenant  de  vaisseau,  e.vaminateur  d'admission  à  l'École  navale,  rue  de 
Mironiénil,  70,  à  Paris. 

188'i.      SniOWET,  chef  d'escadron  d'artillerie,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise). 

188! .      SOM.VE  (Nicolas),  professeur  à  l'Université,  à  Varsovie  (Russie). 

1881.  STAKlvOFF  (Alexis),  professeur  à  l'École  de  Commerce,  rue  Forgowaja,  /[Q,  à  Odessa 
(  Russie). 

1879.      STEPIIA\OS  (D"' Cyparissos),  professeur  à  l'Université,  à  Athènes  (  Grèce). 

188G.  SriKLTJES,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Fleurance-Montplaisir,  \,  à 
Toulouse  (  Haute-Garonne). 

1873.  STIBMCKA,  professeur  à  l'Université,  à  Prague  (RohènK;). 

187'2.      SVLOW,  professeur  à  l'Université,  à  Frederikshald  (Norwége),  S.  P. 

1872.      TAWLUY  (Paul),dirccteurde  laManufacluredes  Tabacs,  à  Bordeaux  (Gironde),  S.  P. 
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1875.  TANXERY  (Jules),  sous-dii-ccleur  do  l'I-lcolci  Normale  supérieure,  '|'>,  rue  d'ilm,  à  Paris. 
188'2.      TAKUY  (Gaston),  receveur  des  Contrihulioiis  diverses,  rue  Clauzei,  à  Alger  (Al{;t'rie). 

S.  P. 
1882.      Tr.IlÉBlCIIEFF,  membre  de  rAcadémie  des  Sciences,  à  Saint-Pétersbourg  (  Russie  ),  S.  P. 

1887.  TEVFIK   PACIl.V  (le  {général),  aide-de-camp  de  S.  M.  I.  le  Sultan,  lieutenant-général 

d'Artillerie,  à  Constanliiiople  (Turquie). 

1886.      TIlEWiSS,  docteur  es  sciences  de   l'Université  de  Liège,  rue  Casiuiir-Delavigne,    3,  à 
Paris. 

1872.  TERRIER,  professeur  de  Mathématiques,  rue  de  Coudé,  i5,  à  Paris. 

1873.  TISSOT,  examinateur  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique,  à  Voreppe  (Isère). 

1872.      TISSERAND,  membre  de  l'Institut,  avenue  de  l'Observatoire,  5,  à  Paris. 

1872.      TRESCA,  ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  château    de  Courto/.é,    ]>ar    \en- 
dôme  (Loir-et-Cher). 

1872.  VACQUANT,  inspecteur  général  de  l'Université,  boulevaid  Saint- IMiciiel,  li,  à  Paris. 

1884.  VANDAME,  ancien  oflicier  d'Artillerie,  rue  de  la  Vignette,  65,  à  Lille  (^ord). 
1880.  VANECEK  (J.-S.),  professeur  au  lycée,  à  Jicin  (Bohème). 

1885.  VA\'ÈCEK  (M. -M.),  répétiteur  à  l'École  Polytechnique  tchèque,  à  Prague  (Hohème). 

1876.  VICAIRE,  ingénieur  eu  chef  des  Mines,  rue  Gay-Lussac,  3o,  à  Paris. 
1882.  VIELLARD,  manufacturier,  décédé,  S.  P. 

1888.  VnO  VOLTERRA,    prolesseur  titulaire  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Université  de  Pise 

(Italie). 

1880.  WALCKE\AER,  ingénieur  des  Mines,  g,  rue  Rayard,  à  Paris. 

1879.      WElLIi,  professeur  de  Mathématiques  au  collège  Cliaptal  et  à  l'école  Mouge,   ii),  rue 
Tliiers,  au  Vésinet  (Seine-et-Oise). 

1873.  WEYR  (D'  Edouard),  professeur  à  l'École  Polytechnique,  à  Prague  (Kohème). 

1872.      WEYR  (D"'  Emile),  professeur  à  l'Université,  Hauptstrasse,  109,  n  Vienne,  III  (Autriche). 

1888.       WICKERSIIEIMER  (Ch.-Emile),  ingénieur  des  Mines,  député    de  l'Aude,   rue  de  Bour- 
gogne, 37  (cr,  à  Paris. 

1882.       WILSO\,  député,   1,  avenue  d'iéna,  à  Paris. 

1888.      WITT  (de),  boulevard  Haiissmann,  8Î,  à  Paris. 

1878.       WORMS  DE  ROMILLY,  ingénieur  en  chef  des  Mines,  rue  Balzac,  7,  à  Paris. 

1882.       ZABOl'DSKY,  capitaine  de  l'Artillerie  russe,  pivdesseur  à  l'École  d'Artillerie,  à  Saint-Pé- 
tersbourg (Russie  ) . 

1881.  ZEUTIIEN,   professeur  à  l'Université,  Citadelsvej,  (),  ii  Copenhague  (Danemark). 
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s  o  r;  1 1:  T  A  i  n  K  s  r  K  n  v  i:  t  u  e  i.  s. 

Ill-VOIST,  (lorlcur  on  droit. 

IIISCIIOIFSIIKIM,  haiiqiiicr. 

ItlIÎNAYMÉ,  membre  de  l'IiisliUit  (dceédé). 

ItOltrilIVKDT,  membre  do  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin  (décédé). 

llllOC.AIil»,  chef  de  bataillon  du  Génie. 

r.llASLKS,  membre  de  l'Inslilut  (décédé). 

(;LAlll)K-LAFO^TA!^E,  banquier. 

KOlItET,  examinateur  d'admissiDii  à  l'Keole  Polytechnique. 

GAUTHIEK-VILLARS,  imprimeur-éditeur. 

IIAI,1MIE\,  membre  de  l'Institut. 

IIATO\  DE  LA  601T1LLIÈRE,  membre  de  l'Institut. 

IIERMITE,  membre  de  l'Institut. 

IIIRST,  directeur  des  études  de  l'École  navale  de  Greenwich. 

JOItl)A\,  membre  de  l'Institut. 

LAFFO^  BE  LAOÉDAT,  amiral  (décédé). 

l\IAIV\HEi)i,  prol'esseur  h  l'École  Polyteclinii(ue. 

PEROTT  (Joseph). 

I'EKKI\,   in[>énieur  en  chel'  des  Mines. 

l'OiXCARÉ,  membre  de  l'Institut. 

l'Ol.lGAAG  (prince  C.  nn). 

RAKFV,  maître  de  conférences  à  la  l'arulté  des  Sciences. 

SYLOW,  prol'esseur  à  l'Université,  à  l'redorikshald. 

TAWERY  (Paul),  ingénieur  des  manufactures  de  l'État. 

TARRY,   receveur  des  Contributions  diverses. 

TOIIÉRICIIEFF,  membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Saint-Petersbnurij. 

YIEMARD,  manufacturier  (décédé). 
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Modifications  survenues  depuis  le  commencement  de  1888. 

N  0  U  V  F-  A  r  K    MEMBRES. 

MM.  liU'Sr. 
ItlOCIIE. 
CiNET. 
CIIVILW. 
FABUY. 
FOICIIK. 
GEOKGIAN. 
JOXQI'IÈIIE. 
LICAS. 
.^lARQlISET. 
DE  MENDIZABAL. 
lllERCIi:it. 
MIKUOI'ADIIVAA . 
PAPELIER. 
PEICXÉ. 
KOIII\. 

Vin»  VOLTEKUA. 
WICkEUSIIEIMKIt. 
DE  WITT. 


Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 

Académie  Ilnyalc  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Académie  des  Sciences  de  Heiliri. 

Aradémie  des  Sciences  de  l'histitut  de  lîoiofjne. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaii.v-Arts  de  Bei(;iqiie,  ii  Hruxelie 

Académie  des  Arts  et  des  Sciences  du  r-onnecticut  (Ktat.s-Unis  d'Aniériipie  ). 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  des  Sciences  de  Munich. 

Académie  lloy.ile  des  Sciences  piiysiqnes  et  matliémali<|iies  de  Naples. 

Acadén)ie  des  Sciences  de  Paris. 

Académie  Impériale  des  Sciences  île  S.iinl-P('lersl(our[;. 

Acadéniie  des  Sciences  de  Prapne. 

Académie  Hoyale  des  l.incei,  il  Home. 

Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 

Acta  Matlirnnttica  (rédaclenr  M.  Mittajj-Lelllir,  a  Slockliolni  ). 
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ylincrican  JotiriKit  nf  ^lathcmnlic^,  )iiil)li('  |>;ir  l'Ctiivcrsilc!  ilo  John   lIopLins.   ;i  l'ialli. 

more  (rùilaclcur  M.  Thomas  Crai{j.  à  lialtimoi'c). 
Annales  de  In  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse. 
Aitiuili  di  Matematica  (rédacteur  M.  lirioschi,  à  Milan). 

Archh'    for   Mtitheinntik   Oif  Natiiividciiskah   (elle/.   iM.    OammcnneycM-,    liliraiic,    (^ar 

Johans  Gade,  !53,  a  Christiania). 
Arch'n'  fur  Mathcnialik  und  PhysiU  (rédacteur  I)'' Hop[)i',  l'rinzenstiassc,  (icj,  à  licrliu, 

S.  w. 

Association  rran(;aise  pour  l'avancement  des  Sciences,  it  Paris. 

Hiilletin  des  Sciences  mathématiciiies  (rédacteurs  MM.  Darhonx   el  ,1.  Tannery). 

Cnsopis  pro  péstovâiii  tnatheiniuiky  </ y)  ,f/A>   (  l'édacteur  M.  l'iiiiiard  Wi'yi',    à   l'i'a(;ue). 

Circolo  Maleniatico,  à  Palerme. 

Kcolc  Polytechnique  de  DcU'l  (Hollande). 

Écolo  Hoyale  Normale  supérieure  de  Pise. 

Formulaire  de  Physique  générale  (iç)  [lerspectives  anglaises),  à  Saiut-Pélersbourj;. 

Institut  Royal  de  Luxembourg. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et  Lettres,  à  Milan. 

Institut  Royal  vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts,  à  Venise. 

Jahrbuch  ûber  die  Fortscitritte  der  Mathematik,  à  Rerlin. 

Jornal   de  Scieuciiis   viateinaticas   c   aitrononiicds  (  l'édacteiir    M.    Gomes  Teixeira,    à 
Coïmbre). 

Journal  de  l'Ecole  Polytecliniqur. 

Journal  fur  die  reine  und  an^ewaiidce  Macitcniatih    (rédacteurs   MM.    Kronecker   et 

Weierstrass,  à  Kerlin. 
Journal  de  mathématiques  élémentaires  de  De  Longcliamps,  à  Paris. 
Journal  de  mathématiques  spéciales  de  De  Longchamps,  à  Paris. 
Mathematische  Annalen  (rédacteur  M.  Félix  Klein,  à  Gôtlinjjen). 
Mdtliesis  (rédacteurs  MM.  Mansion,  à  Gand,  et  Neuberg,  à  Liège). 
Observatoire  météorologique  magnétique  central  de  Mexico  (Mexique). 
Société  Belge  d'Électriciens,  à  Bruxelles  (Belgique). 
Société  mathématique  d'Amsterdam. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Société  philosophique  de  Cambridge. 
Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  des  Sciences  de  Finlande,  à  Helsingl'ors. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Goettingue. 
Société  mathématique  de  Hambourjj. 

Société  hollandaise  des  Sciences,   à    Harlem   (Hollande). 
Société  mathématique  de  Kharkolï  (Russie). 
Société  astronomi(]ue  de  Londres. 
Société  mathématique  île  Londres. 
Société  Royale  de  Londres. 
Société  mathématique  de   Moscou. 
Société  nialhemali(iuc  d'Oilessa  (  Russie). 
Société  philoiualhiqiic  de  Paris. 
Société  mathématique  de  Pingue. 
Société  Royale  des  Sciences  de  Saxe,  à  Leipzig. 
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Soriclé  Royale  des  Sciences  tl'Upsal  (Suède). 

Société  des  Sciences  naturelles  de  Zuricli. 

Société  scientifique  de  Bruxelles. 

Sociedad  cientifica  <(  Antonio  Alzate  »,  Mexico. 

Université  Royale  de  Pise. 

Tidsskrifc for  Mathcmntih  (rédacteur  M.  /.cuthen,  h  Copenliajîue). 

Zeitschiift  filr  Mathemaiik  und  Physik  (rédacteur  D''  Oscar  Schlomilcli,  à  Dresde). 


BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE. 


MÉMOIRES  ET  COMMUNICATIONS. 


Statique  des  polynômes  ;  par  M.  Fkhk  Lucas. 

Définition  de  V action  algébrique.  —  Je  considère  un  poly- 
nôme F(::),  du  degré />,  à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  fonc- 
tion de  la  variable  5  =  .r  +  j' y/ —  i . 

En  désignant  par  H  le  coefficient  décret  par;„  =  x,i  -\-  Vn  \f — i , 
une  des/>  racines  de  l'équation  F(;;)  =  o,  on  a  identiquement 

(I)  F(^)  =  li{z—z,){z  -  z^)  .  .  .{z—z„)  ...{z-  z,,). 

Chacune  des  racines  s«,  considérée  comme  une  coordonnée  affixe 
relativement  à  un  système  d'axes  rectangulaires,  détermine  un 
point  M„  du  plan.  Les />  racines  déterminent,  par  conséquent,  un 
système  de/)  points, 

AI,,     iMo,     ...,     M„,     ....     .Vl/„ 

que  nous  pouvons  appeler  les  yOOf/</.ç-/-«cmeç  du  polynôme  F(::). 

La  variable  z  peut  elle-même  être  regardée  comme  faffixe  d'un 
point  mobile  N. 

Cela  posé,  matérialisons  [)ar  la  pensée  les  points  racines  M, 
ainsi  que  le  point  N,  en  attribuant  à  chacun  d'eux  une  masse 
égale  à  lunité,  et  supposons  que  chacun  des  points  M  repousse  N 
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en  raison  inverse  de  la  dislance  MN.  Nous  donnerons  à  la  résul- 
tante des  forces  par  lesquelles  N  cstsollicité  le  nomiVaction  algé- 
brique des  points-racines  du  polynôme  F(g). 

Les  projections  P  et  Q  de  cette  action  totale  sur  les  axes  des  x 
et  des^  sont  déterminées  par  les  formules 

(P  =  y ^-•^•" , 

(2)  { 

Q  =  y y-^^'^ 

\  ^      ^d{x  —  XnY^{y—yuf^ 
On  a,  par  suite, 

(3)  P-Qv^-Ij^-'^'^'^ 


Les  composantes  P  et  Q  sont  donc  respectivement  égales  à  la  » 
partie  réelle  et  au  coefficient  de  — y/—  1  que  donne   la   fraction 

Il     F'(-) 
rationnelle  -5- — ,  • 


Condition  d'équilibre.  —  Pour  que  P  et  Q  soient  nuls,  il  faut 
et  il  suffit  que  la  valeur  atlribuée  à  z  soitune  racine  de  l'équation 
F'(:;)  =  o.  En  d'autres  termes  :  La  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  l'équilibre  du  point  N  est  que  ce  point  coïncide 
avec  un  des  points-racines  de  la  dérivée  du  polynôme  consi- 
déré ('). 

Une  droite  indéfinie  tracée  dans  le  plan  et  laissant  d'un  même 
côté  de  sa  direction  tous  les  points-racines  M,  laisse  aussi,  d'un 
même  côtédesa  direction,  tous  les  points-racines  M' du  polynôme 
dérivé  l''(^),  car  tout  point  situé  de  l'autre  côté  de  celte  ligne  est 
évidemment  repoussé  et  ne  j)eut  pas  être  en  équilibre.  Par  consé- 
quent :  Tout  contour  fermé  convexe  environnant  les  racines 
d'uneéquation  algébrique  environne  aussi  les  racines  de  l'équa- 
tion dérivée. 

Si  tous  les  points  M  sont  en  ligne  droite,  on  peut  prendre, 
pour  contour  fermé  convexe,  une  ellipse  infiniment  aplatie,  com- 


(')  J'ai  indiqué  celte  propriété  dans  une  Noie  insérée  le  20  juillcl  1868  aux 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences.  Les  conséquences  qui  en  découlent 
ont   fait   l'objet   de   Noies  ultérieures   en  date  des  26  janvier  et  9  février  187^, 

1*8  juillet   iX^f). 


I 
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prenant  tous  les  points  M  enlrc  les  tleux  exlrcmilés  de  son  grand 
axe;  |>ar  conséqncnl  :  la  droile  conlenanl  les  poinls  M  contient 
aussi  les  |)oints  IM'.  Il  estclair,  d'ailleurs,  a  priori,  cpie  l'équilibre 
d'un  point  N  n'est  possible  (jue  sur  cette  droite. 

Désignons  par  M^  et  M,,^,  deux  p(jinls-racines  eonsécutil's,  et 
supposons  que  N  se  meuve  depuis  M,^  juscpi'à  ^ln+\  '•,  l'action  algé- 
brique, toujours  dirigée  suivant  la  droite  considérée,  sera  d'abord 
infinie  dans  le  sens  M^  M„^(  ;  puis,  finalement,  infinie  dans  le  sens 
opposé;  elle  s'annule  nécessairement  dans  l'intervalle.  Par  consé- 
fpient  :  Si  tous  les  points-racines  d'une  équation  sont  en  ligne 
droite,  cette  droite  contient  aussi  les  racines  de  Véquation 
dérii'ée;  entre  deux  racines  consécutives  de  V écpiat ion  proposée 
il  y  a  nécessairement  une  racine  de  la  dérivée.  Nous  retrou- 
vons ainsi  le  tbéorème  de  Rolle. 

11  est  évident  aussi  que  :  Tout  axe  de  symétrie  ou  tout  centre 
de  symétrie  des  points  racines  d'une  équation  est  axe  de  sy- 
métrie ou  centre  de  symétrie  des  points-racines  de  l'équation 
dérivée. 

Si,  parmi  les  points-racines  de  ré(pKition  proposée,  il  se  trouve 
n  j)oinis  infiniment  voisins  les  uns  des  autres,  les  actions  exercées 
par  ces  points  sur  un  autre  [loint  N,  [)ris  dans  leur  intime  voisi- 
nage, sont  infiniment  grandes  et  rendent  négligeables  les  actions 
du  reste  des  points-racines.  On  trouvera  donc  (/? — i)  positions 
d'équilibre  à  l'intérieur  d'un  contour  convexe  infinitésimal  enve- 
loppant. Par  conséquent  :  Lorsqu'une  équation  admet  n  racines 
égales,  le  point  multiple  correspondant  à  ces  racines  représente 
(«  —  i)  points-racines  de  l'équation  dérivée. 

Potentiel  de  l'action  algéhri(iue.  —  Posons 

(i)  F(^)  =  x  +  Yv/::r7  =  u/v-.. 

désignons  d'ailleurs  par 

(  ^  )  \^n=\J{or  —  X,iY-^{  y  —  Vn  )- 

le  module  du  binôme  (;  —  z„). 
Nous  aurons   identiquemeut 

(  (>  )  lo<^  ii(''|)  1{  =  X  1(1^  n(''|)  <j.i,  -\-  lo^  nép  iikkIuIc  «le  II. 

et,  par  conséquent,    en    prenant  successivement  les   dérivées   par 
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rappori  ;'i  ./•  el  par  rïi|iporl  h  y, 


(7) 


■^    I    dix,,  _  ■^ 


I  dR 
R  ^ 
I    ^R 


y—yi 


En  nous  reportant  aux  formules  (2),  nous  trouvons 
I    ^R  _   c?log  nép  R 


(8) 


P  = 

Q  = 


R   dx  dx 

I    f/R  _    d\o^  nép  R 

R  T/j^""  Tfy 


Par  conséquent  :  Le  luficirithnie  népérien  du  module  de  F(:;) 
est  le  potentiel  de  Vaction  algébrique  du  groupe  des  points- 
racines  de  ce  polynôme. 

Les  courbes  de  niveau  et  leurs  trajectoires  orlhogoncdes.  — 
En  exprimant  que  ce  potentiel  est  constant,  on  obtient  la  série 
des  courbes  de  niveau,  normales  aux  actions  résultantes.  Leur 
équation  générale,  du  degré  2/?,  est 

(g)  X2-4-  Y2  =  rnnst. 

Elles  sont  caractérisées  et  peuvent  être  détinies  par  la  relation 
géométrique 

(10)  :NI\1,  X  INMî  X  . . .  X  NIVI/,  =  const.  ; 

ces  courbes  sont,  par  conséquent,  des  cassinoïdcs  ayant  pour 
foyers  les  poinls-racines  (M). 

En  faisant  varier  la  constante  du  second  membre,  depuis  zéro 
jusqu'à  l'infini,  on  obtient  d'abord /?  circonférences  infinitésimales 
entourant  les  points  M,  puis  des  systèmes  de  courbes  fermées  sans 
branches  infinies,  puis  une  seule  courbe  fermée  qui  passe  à  l'infini 
du  plan. 

On  obtient  les  Irajecloiies  orthogonales  des  courbes  de  niveau 
en  posant 


(") 


—  =  const . 


\ 


Ces    courbes   algi'liricpies   cl    du    degn'  /)    sont  cararléiisées   el 
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peiivenl  vive,  drlinics  par  la  rclalion  g('om(Uilqiie 

(i-.t)  NIM,S  -+-NI\LS  +  ...  +  NM/,S  =  innliipK;  de  -, 

S  désignant  un  |)(tlnL  à  rinlini  pris  dans  une  dircclion  arbitraire, 
mais  fixe. 

Cliacune  de  ces  courbes  possède/?  branches  infinies  hyperbo- 
liques, partant  respectivement  des  points-racines  M  et  dont  les 
asymptotes  passent  toutes  par  le  centre  des  moyennes  distances  de 
ces  points  en  figurant  une  rose  des  vents.  Cette  disposition  étoilée 
des  asymptotes  motive  la  dénomination  de  stelioïdes  que  j'ai  pro- 
posé de  donner  à  ces  courbes  ('  ). 

Groupes  poldiics.  —    Désignons   par  7  l'intensité  de   l'action 

totale  exercée  sur  le  point  N  et  par  v  l'angle  que  fait  la  direction 
de  cetle  force  avec  la  direclion  [)ositive  de  l'axe  des  x;  nous 
aurons 

(.■5)  p  +  O  \/37  =  J.  J^~', 

et,  par  conséquent, 


Pour  chaque  système  de  valeurs  de  k  et  de  v,  cette  équation 
donne  p  valeurs  de  .;  qui,  considérées  comme  des  affixes,  déter- 
minent les  points 

Nous  appellerons  groupe  polaire  l'ensemble  des  p  points  ainsi 
obtenus. 

Il  est  clair  que  tous  les  points  d'un  groupe  polaire  sont  éga- 
lement aetionnés,  en  intensité  et  en  direction,  par  les  points- 
racines  M  du  polynôme  F(g).  Cette  définition  permet  de  déter- 
miner un  groupe  polaire  en  se  donnant  un  seul  de  ses  points. 

En  donnant  au  paramètre  k  une  valeur  infinie,  on  obtient, 
comme  groupe  polaire,  le  svstème  des  points-racines  M;  c'est  le 
groupe  polaire  fondamental. 


(')  Géométrie  des  polynômes.   Mémoire   inséré  en  1879  au    Xrj\'I'  Caiiier  du 
Journal  de  l 'École  Polytechnique. 


Eu  faisant  k  ('gai  à  z<'to,  on  olilienl  les  poinis-racines  M'  du 
polynôme  F'(^);  c'est  le  groupe  polaire  dcrné.  Le  nombre  des 
points  de  ce  groupe  se  réduit,  par  exception,  à  {p  —  i),  parce  que 
l'on  néglige  un  point  situé  à  l'infini  dans  une  direction  ind('ter- 
minée. 

Nous  appellerons  groupes  polaires  principaux  le  groupe  fon- 
damental et  le  groupe  dérivé. 

Ombilics.  —  Il  peut  arriver  qu'un  groupe  polaire  contienne  un 
point  double  (ou  même,  dans  certains  cas  particuliers,  un  ou  plu- 
sieurs points  multiples). 

P(jur  déterminer  les  diverses  positions  de  ces  ombilics.,  il  suffit 

d'éliminer  y  eVv^i  entre  l'écpiation  (i4)  et  sa  dérivée. 
On  trouve  ainsi 

(.5)  rill-'^llïJ 

^^  V{z)~¥'{zy 

équatiort  du  degré  :>.  (p  —  i);  il  existe,  par  conséquent,  2(/>  —  i) 
ombilics. 

On  peut  donner  à  cette  équation  la  forme  suivante 

.   ^  .,  F"(z)-lF'(z)  ^  F7^-)-)/F'(:;) 

^"^  F'(^-)-XF(.-)        F'(.-)-)/F(^)' 

).et  A'désignantdeux  pai-amètresarbitraires  de  la  foruK!  a-\-b\  —  i. 
Le  premier  membre  définit  en  grandeur  et  en  direction  l'action 
algébrique  du  grotq)e  polaire  déterminé  par  l'(''(piation 

Le  second  membre  définit,  de  même,  en  grandeur  et  en  direc- 
tion l'action  algébrique  du  groupe  polaire  déterminé  par  l'équa- 
tion 


(18) 


F(-) 


Les  deux  actions  alg(''bri(|ues  dont  il  s  agit  sont  égales  d'après 
l'équation  (i<)),  é-quivalenle  à  léipialion  (1')).  Par  conséquent: 
L'action  algrb/-ifjue  d'un  groupe  polaire  sur  un  ombilic  est 
constante  en  grandeur  et  en  direction.,  quel  que  soit  ce  groupe 
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polaire.  (Iclle   action    <'sl    loiijoins   rgali;   à  C(îllc    du    fj;r()ii|)e   des 
poinls-raciiu's  (  iNI  ). 

IniriisiLé  et  diicclioii  de  Vaclion  algébrique.  —  Reprenons  la 
ronnule 


(3)  P_Q/_,  ^ 


V{z) 


([ui  détermine  les  projections  P  etQ,  sur  les  axes  de  coordonnées 
rectanj;idaires,  de  l'action  algébrique  du  groupe  des  points  M. 

L'intensité  de  celle  force  résullanle  et  l'angle  qu'elle  fait  avec  la 
direction  positive  de  l'axe  des  x  sont  respectivement  égales  au 
module  et  à  l'argument  du  |)remier  membre.  On  a,  |)ar  consc- 
quenl, 

module  (le  F'(  z  ) 


1  Intensilé  =  j— ; — -, — =rT — -i 

(ly)  /  module  de  r  (i;) 

(  Anf;le  do  direction  =  arg.  de  F(^)  —  arg.  de  F'fc). 

La  |)remière  de  ces  relations  conduit  à  la  formule  segmen- 
tai re  : 

.,,,,.  NM'i  X  NM;  X  ...  xNM'    1 

(ao)  tnleiisile  de  1  action  =  p  — ., '; .,,, ^,--1- —  • 

^      '  ^      NMi  X  N\l2  X  ...  X  NMp 

Par  conséquent  :  On  peut  obtenir  l'intensité  de  l'action  algé- 
brique du  groupe  (M)  sur  un  point  quelconque  N  en  divisant 
le  produit  des  distances  de^  au  groupe  dérivé  (M')  par  le  pro- 
duit des  distances  de  f^  au  groupe  (^l)  et  multipliant  le  quotient 
par  p. 

La  seconde  relation  conduit  à  la  formule  angulaire 


(21)  Direction 


NM,  S  +  NM2S  +  . . .  +  NMpS, 

(  NM'i  S  +  NM',  S  H-  ...  -h  NM;,_i  S), 


dans  la(piellc  S  désigne  le  point  à  l'infini  de  la  direction  positive 
de  l'axe  des  x. 

En  nous  reportant  aux  formules  (8),  nous  vovons  que  le  carré 
de  l'intensité  de  la  force  a  pour  expression  analytique 

nous  voyons  aussi  que  la  tangente  de  l'angle  de  direction  a  pour 


2i 


valeur 

(23) 

Or  la  formule 

(24) 

donne 


c/y 
dx 


R2  =  X2  +  Y2 


(25) 


R   dx 

i  ^ 
R   dy 


d\ 
dx 


dx 


X2-H  Y2 

X  ^  ^Y  — 


X2  -^  V2 

Par  conséquent,  en  tenant  compte  des  identités  bien  connues 


(26) 


nous  trouvons 


(27)        P-2  +  Q-^  = 


dX 
dx 
d\ 

dy 


d\ 

dy' 

dY 

dx 


m-( 


dY 
d^ 


\  dV)    '^  \  dy  ) 


Nous  avons  aussi 

(28) 


X2  4-  Y2 


X^  -^  Y  2 


d\ 

dy 


dx 


dY 
dy 
dY^ 

dx 


Lignes  isodynamiques  et  trajectoires  orthogonales.  —  (^n 
détermine  un  lieu  géométrique  du  point  N  si  Ion  assujettit  l'ac- 
tion exercée  sur  ce  point  à  conserver  une  intensité  déterminée.  En 
faisant  varier  cette  intensité,  on  obtient  une  série  de  lieux  f,'éomé- 
triques  que  Ton  jicut  appeler  lignes  isodynaniiques,  et  dont 
l'équation  générale  est 

(29)  P2-f-Q2  =  const. 

D'après  la  formule  (27),  ces  courbes  sont  algébriques  et  du  degré 
pair  2/). 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  carré  du  module  de 


la   fiactioii    raliuiiiiellc       ,^  ;    on    peut,    par   conséqurnl ,    ohleiili- 

l'(''qiialit)ii  générale  des  Irajecloires  orlliogonales  des  courbes  iso- 
dynaniiqiies  en  ('galant  à  niie  constante  arbitraire  la  tangente  de 
l'argunient  de  la  ("raclion  rationnelle  doni  il  s'agit.  Nons  trouvons 

ainsi 

Q 

(3o)  —  p  =  const. 

D'après  la  formule  (28)  ces  courbes  sont  algébriques  el  du  de- 
gré ini[)air  (q/?  —  i).  Chacune  d'elles  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  N  lorsque  l'on  assujettit 
l'action  exercée  sur  ce  point  à  rester  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Par  conséquent  :  Les  lignes  isodynamiqaes  ont  pour  Irajec- 
loires orlliogonales  un  système  de  lignes  correspondant  aux 
actions  parnllcles. 

Les  points  nodaax  coïncident  avec  les  ombilics.  —  D'après  la 
formule 
.3,  ;^)  =  P_Q/^, 

F*  et  ()  sont  deux  fonctions  des  variables  x  e\. y  qui  satisfont  aux 
relations 

,'  rfP  _  _  ^ 

(34)  <  -^ 

[    dy  dx 

Pour  obtenir  les  points  du  plan  sur  lesquels  peuvent  se  placer 
des  points  singuliers  ou  nœuds  appartenant  à  certaines  lignes  iso- 
dynamiques, il  suffit  d'éliminer  la  constante  arbitraire  du  second 
membre  de  l'équation  (5*9)  entre  cette  équation  et  ses  deux  déri- 
vées partielles  relativement  à  x  et  à  y.  On  arrive  ainsi  aux  deux 
équations  simultanées 


(35) 


dx  dx 

dy  dy 


Analoguement,  pour  obtenir  les  nœuds  possibles  des  lignes  cor- 
respondant aux  actions  parallèles,  il  suffit  d'éliminer  la  constante 


t2<) 


arbilTciii'c  du  second  mciiibi-e  de  ré([iialioii  (3(»)  enlre  celle  équa- 
tion el  ses  deux.  d(''rlv(''es  j)arlielles  relalivemenl  k  x  el  à  y.  Nous 
oblenons,  de  celle  manière,  les  équalions  siniullanées  ; 


(30) 


dx  dx  ' 

dy  dy 


Les  rclalions  (<>4)  monlrent  que  les  systèmes  (35)  el  (3())  sont 
idenliques.  Par  cons<'(|nenl  :  Les  nœuds  possibles  des  lignes  iso- 
dyna/ni(//frs  sont  aussi  les  nœuds  possibles  des  lignes  coirespon- 
dant  aux  aelions  parallèles. 

A  W\\\  ou  à  laulre  des  systèmes  (35)  el  (3G),  on  peut  substituer 
le  suivant 


(37) 


IL' 

dx 


^"â-"- 


dx  dx 


Multiplions  la  seconde  ('(|ualion  par  sj —  1  el  retranchons-la  en- 
suite à  la  première;  nous  trouverons 


(38) 


("-^'^)(^-:êv^)=o, 


et  cette  seule  équation  <'(pii\aut  au  système  (3^).  Elle  se  décompose 
d'ailleurs  en  deux  autres,  savoir 


(39) 

(4o) 


P-Q/-" 


o, 


dx 


dQ 
dx 


— 1=0. 


(4i) 


D'après  la  formule  (3),  l'écpialion  (3f))  ('-quivaul  à 


V(z) 


elle  a  pourpoints-racines  le  groupe  dé-rivé  (M')  et  tout|)oinl  àlin- 
(ini  du  j)lan;  ce  ne  sont  pas  là  des  points  nodaux.  Nous  n'avons 
donc  à  tenir  compte  que  de  l'équation  (4o),  qui  peut  aussi 
s'écrire 


r42) 


dp       dQ    , _    d_   V'(z  )  _ 

dx        dx  ^  ~  rfx   F  (  ;;  )  ' 
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Ail    lieu  (le  preiiclie  la  d(''i-iv<''(;  par  ni|)port  à  .r,  nous  [XJiivons 
prencJii;  la  (h'iivf'c  par  rap|)ort  à  z,  el  nous  trouvons 

soil,  en  laissant  de  coté  la  solution  correspondant  aux  valeurs  infi- 
nies de  :;, 

V'(z)       F"(z) 


(ii) 


V{z)        V'{z)' 


c'est  pr('c.is('nient  !'('•( | nation  (lo)  à  laquelle  nous  avons  ('-té  conduits 
en  cliercliant  à  dc'IerniiiK.'r  les  positions  des  ombilics.  Par  eonsé- 
cpicnt  :  Lrs  points  nodaii.r  des  lignes  isodyndwiniics  ou  de 
leurs  tr(ijeeloi)es  orthogonales  eoïneident  avee  les  onihilirs. 

Groupes  polaires  générateurs.  —  L'équation  de  la  liyne  isody- 
namique qui  correspond  à  l'intensité  j  peut  s'écrire 

(.{5)  modiik'  (le  ^r-,^  =  -j  • 

¥  {z)        k 

L'équation 

(46)  F(^^r_      y/- 

dans  laquelle,  laissant  A*  invariable,  on  fera  varier  l'angle  y  depuis 
zéro  jusqu'à  a—,  détermine  un  groupe  polaire  mobile  dont  tous 
les  points  se  meuvent  sur  la  ligne  isodjnamique  considérée.  Par 
conséquent  :  Toute  ligne  isodvnamique  peut  être  engendrée 
par  le  nioui'enwtit  d\in  groupe  polaire. 

En  attribuant  à  A"  une  valeur  immensément  grande,  on  obtient 
une  ligne  isodynamique  composée  de  (y?  —  i)  courbes  fermées, 
circonférences  infinitésimales  entourant  chacun  des  points  M',  et 
d'une  circonférence  enveloppante  dont  le  rayon  est  immensé- 
ment grand;  chacune  de  ces  p  courbes  est  monodrome,  c'est- 
à-dire  qu'elle  est  parcourue  par  un  seul  point  du  groupe  polaire 
mobile. 

Cette  allure  générale  de  la  ligne  isodynamique  est  conservée 
lorsque  l'on  fait  décroître  A",  jusquà  ce  qu'il  y  ait  passage  par  un 
ombilic  ou  point  nodal  ;  alors  se  fait  la  première  apparition  d'une 
courbe  non  monodrome.  Lorsque  k,  continuant  à  décroître,  de- 
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vicnl  assez  petit  pour  que  tous  les  ombilics  aient  (Hé  franchis,  on 

obtient  une  ligne  isodvnamique  composée  de  /;  courbes  lernK-es 

monodromes  enveloppant  chacune  un  des  points  racines  M. 

L'équation  de  la  ligne  correspondant  aux  actions  parallèles  dont 

les  directions  sont  d(''(inies  par  les  angles  v  et  (y  +  tt)  peut  s'écrire 

sous  la  forme 

.,    ,                                             ,     F'(  -)        [  soit  (—Y), 
(47)  arîruincnl  de  -p; =  - 

L'équation 

/         ■     '     — Yv''-^ 
soit  V  e  , 

U8)  ;^'=!      '        _ 

f    soit  T  e  , 

A" 

dans  laquelle,  laissant  v  invariable,  on  fera  varier /»■  depuis  liiilini 
jusqu'à  zéro,  détermine  un  couple  de  groupes  polaires  mobiles 
dont  tous  les  points  se  meuvent  sur  la  ligne  considérée.  Par  con- 
séquent :  Toute  trajectoire  orlliogonale  des  lignes  isodyna- 
miqiies peut  être  engendrée  par  les  mouvements  simultanés  de 
deux  groupes  polaires  correspondant  respectivement  à  des 
actions  de  sens  opposés. 

Lignes  Juilysiqucs.  —  L'équation  générale,  du  degré  {^^p  —  i), 

X  1^  -4-  Y  '^ 

d.r  dx 

de  ces  trajectoires  orthogonales  montre  que  chacune  d'elles  passe, 
d'une  part,  par  tous  les  points  (M)  et,  d'autre  part,  par  tous  les 
points  (M')  ;  elle  établit  donc  entre  les  points  appartenant  aux 
deux  groupes  polaires  principaux,  soit  im  enchaînement  total,  soit 
des  enchaînements  partiels;  nous  lui  donnerons,  pour  ce  motif. 
Je  nom  de  ligne  hatysirjue  (') 

Les  points  d'intersection  réels  de  la  ligne  isodvnamique  corres- 
pondant à  l'intensité  r  avec  la  ligne  haljsique  correspondant  aux 
deux  directions  opposées  y  ou  (- -f- v)  sont  évidemment  les  deux 

(')  Acijeclif  ayant  pour  riulical  In  mol  grec  àX-jj'-c-  chaîne. 


I 
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<;i'Oupe.s  iioliiiiTS  (N'IcrniiiK-s  j);ir  r('(|ii;Uion  (4'^);  loin' ii(iiul)re  est, 
|>ar  conséqueul,  (''g;»l  à  .>.p. 

Puisque  le  degré  (9,/> —  i)  de  l'i-qualioa  {f\\))  est  impair,  loule 
ligne  haljsique  possède  au  moins  un  [)oinlà  l'infini.  Considérons 
son  intersection  avec  la  ligne  isodynamique  correspondant  à  une 
intensité  infiniment  petite,  ligne  qui  se  compose  de  {p  —  i)  cir- 
conférences infinitésimales  entourant  respectivement  les  points 
(M'),  etd'une  immense  circonférence  enveloppante;  nous  trouverons 
o.(^[)  —  i)  points  d'intersection  voisins  des  points  (M')  et,  par  con- 
séquent, 2  points  d'intersection  seulement  avec  la  circonférence 
de  rajon  infini.  Ces  deux  points  à  l'infini  sont  nécessairement  si- 
tués sur  les  deux  directions  opposées  d'une  droite  parallèle  à 
l'action  algébrique  exercée  sur  un  point  quelconque  de  la  ligne 
lialjsique  considérée.  En  résumé,  toute  ligne  halysique  a  une 
seule  branelie  infinie,  liUjueUe  est  hyperboli(iue  et  possède  une 
(tsymptote  parulUde  aux  aelions  algébriques  exercées  sur  les 
points  de  la  ligne  /lalysiquc 

Si,  laissant  fixe  dans  le  j^lan  le  groupe  des  points  (M),  nous 
transportions  l'origine  des  coordonnées  au  centre  des  moyennes 
distances  ou  centre  de  gravité  de  ce  groupe,  le  polynôme  F(r:) 
perdrait  son  terme  du  degré  (p  —  i),  et  le  polynôme  dérivé  F'(:;) 
perdrait  son  terme  du  degré  (p  —  :>.).  L'équation  (49)  se  trouverait, 
par  conséquent,  dépouillée  de  son  terme  du  degi^é  {1  p — 2); 
l'asymptote  de  la  courbe  passerait  donc  par  l'origine  des  coordon- 
nées. Nous  voyons  ainsi  que  l,  asymptote  d'une  courbe  halysic/ue 
passe  toujours  par  le  centre  des  moyennes  distances  du  groupe 
des  points-racines  (M). 

Polynôn)es  conjugués.  —  Désignons  par  ^\^)  le  polynôme 
<;onjugué  de  I'  (^),  c'est-à-dire  le  polynôme  c[ue  l'on  obtient  en 
remplaçant  la  variable  z- =  x  -{- y  \  —  i  pj^r  la  variable  conjugu('e 
i=:r — y^ — I  et  chacun  des  coefficients  («  + 6  y/ — i)  pai-  la 
quantité  conjuguée  (« —  b  \J —  1).  Il  est  clair  que  <î'(i)  sera  le 
polvuôme  conjugué  de  Y' (z).  Nous  pourrons,  par  suite,  joindre  à 
la  formule 


liO  - 


la  formule  conjuguée 

(5o) 


=  F  +  Qv/-f- 


Si  d'ailleurs  nous  désignons  par  j  Tinteusilé  de  l'action  algé- 
brique dont  P  et  Q  sont  les  projections  sur  les  axes  des  coordon- 
nées, et  par  y  l'angle  que  la  direction  de  cette  force  fait  avec  la 
direction  positive  de  l'axe  des  x,  nous  pourrons  substituer  aux 
équations  ci-dessus  les  deux  équations  suivantes  : 


^1,-rv'-. 


(5i) 


F(^)        A- 
.f(0        A- 


En  multipliant  ces  deux  ('quations  membre  à  membre,  il  vient 

(5.)  '^^^4^'  =  ^- 

l'(--).f(0       <' 
En  divisant  la  seconde  équation  ])ar  la  première,  on  trouve 

(53) 


F(^)J'(0_^n»~^ 


Agi/atio/t  (V une  ligne  isodynaniiqiie. —  L'écpialiou  (ja)  montre 
que  l'expression 

V'(z)t{.) 
V{z)t{.) 

esl  égal  au  carré  du  module  «le  la  fraction 

['\Z)' 

En  se  ropoi'lanl  à  Ff-quation  (4*)'  ^'^  ^'*''^  ^1""'  I  é-qualion  de  la 
ligne  isodyii;irui(|ii(;  correspondant  à  I  inleusih'  .  p<'ut  s'écrire  sous 
la  forme  (:")■>,),  soil  (încore  sous  la  forme 

En  désignant  par  ]x  cl  v  deux  païamèlres  arbitraires  (de  la  forme 
(i  -\- b\  — i),  nous  pouvons  rcnq)lac(,'r  C(!lte  écpiation  (■')4)  P^""  '«* 
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s ni van  le 

/■F'(;;)  -  iJiF(z)  _  i(0  -  ;jLA%f'(z) 


(55) 


F(2)-v/.-F'(-)        A--f'(0-^^'(0 


Propriété  segmentaire.  —  Les  paramclres  jjl  et  v  étant  entiè- 
rement arbitraires,  nons  povons  leur  attribuer  deux  valeurs  conju- 
gu('es 

(55  bis)  \ 

Si  nous  divisons  alors  Téquation  (55)  par  son  second  membre, 
le  polynôme  numérateur  du  premier  membre  se  trouve  multiplié 
par  son  conjugué  et  il  en  est  de  même  au  dénominateur.  Le  pre- 
mier membre  devient  donc  égal  au  carré  du  module  de  la  fraction 
ralionnelle 

F(z)  — ÀÂ-e^/-'F'(^)  ' 

tandis  que  le  second  membre  devient  égal  à  lunilé. 
D'après  cela,  si  nous  désignons  par 

Cl,     0-25     . . .,     G^ 

le  groupe  polaire  déterminé  par  Féquation 

(56)  k¥'{z)-\e-^s'-^¥{z)=o 

et  par 

D,,     D2,     ...,     D^ 

le  groupe  polaire  déterminé  par  l'équation 

(57)  F(^)-XA-eV^F'(^)  =  o 

nous  pourrons  écrire  que  chaque  point  N  delà  ligne  isodvnamique 
considérée  satisfait  à  la  relation 

NG,  xNG^x  ...  xNGp         r 
{M) 


ND,  xND.,  X  ...  X  ^D/,       X 


Par  conséquent,  chaque  courbe  isodynainique  peut  être  dé- 
finie géométriquement  au  moyen  dune  infinité  de  systèmes 
de  deux  groupes  polaires,  le  produit  des  distances  d'un  quel- 
conque de  ses  points  aux  pôles  du  premier  groupe  étant  dans 
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lin    nippon  constdnt  avec  le  produit  dos  distances  du  même 
point  aux  pôles  du  second  groupe. 

]^e  groupe  (r,),  déterminé  par  Téqualion  (j(3),  correspond  à  l'ac- 
tion algébrique  dont  l'intensité  est  j  >  et  dont  la  direction  fait  avec 

la  direction  positive  de  l'axe  des  x  l'angle  d.  L'autre  groupe  (D), 
déterminé  par  l'équation  (5-),  correspond  à   l'action  algébrique' 

d'intensité  yj.  6t  de  même  direction  G  que  la  précédente. 

Par  conséquent,  pour  que  deux  groupes  polaires  (C)  et  (D) 
puissent  servira  la  définition  segmentaire  de  la  ligne  isodyna- 

micjue    correspondant  à   V intcnsiti'  j->  il  faut   et  suffit  que  les 

actions  algébriques  relatives   à    ces   deux   groupes  soient   de 
même  direction  et  que  le  produit  des  intensités  de  ces  actions 

soit  égalai!  carré  de  V  intensité  j- 

En  attribuant  au  paramètre  A  une  valeur  soit  nulle,  soil  infinie, 
on  identifie  le  système  (C),  (D)  avec  le  système  (M),  (^I')-  Pai* 
conséquent,  le  groupe  polaire  principal  et  le  groupe  polaire  dérivé 
peuvent  servir  à  la  définition  géométrique  de  toute  ligne  isodyna- 
mique. 

En  faisant  ).  =  i,  on  rendrait  identiques  les  deux  équations  (56) 
et  (07),  en  sorte  que  le  groupe  (D)  se  confondrait  avec  le  groupe 
(C),  l'un  et  l'autre  venant  d'ailleurs  se  placer  sur  la  ligne  isodyna- 
mique considérée;  la  formule  (58)  se  réduirait  à  une  identité  don- 
nant une  indétermination  complète  du  point  N. 

Propriété  angulaire.  —  Reprenons  l'équation  (55)  et  donnons 
aux  paramètres  [jl  et  v  des  modules  égaux  à  l'unité  avec  des  argu- 
ments quelconques,  en  posant 


('9) 


.a  =  e^-*» 


Celte  équation  (55)  deviendra 
(bo)     e-^\-^— -j^—^  =  é'-p\-'-r^^ — _    ,  ■       • 

La    fraction    raiionnclle   (|ui    figure    dans    le    preniier    incndjre  a 


-  :};}  — 

pour  miuuTitlciir  el  pour  (léiioinlnaltuir  ticux  p(»l\  iiônics  conju- 
i-Lics  ;  rarj^iiiiiciil  de  (•clic  IVaclion  est  donc  cgal  au  douI)lc  de 
l'arj;uuiciil  de  son  nuincralcur.  La  uicinc  ol)Scrvalion  s'applique 
à  la  (raclion  ralionnelle  qui  fiyure  dans  le  second  membre. 

Par  conséquenl,  on  j)eut  donner  à  léqualion  (<)o^  la  l'orme  sui- 
vante : 


((m 


\       iu-.niicnl<l('[F(c)  — AeV-i  ¥'{:)] 


rruill  l|>lc  (le  -. 


I  -ar-iuiKMit  .lr[lM  ô  )  — Ar^-U''!  z)\)  '^ 

(^cla  |)()S('',  des! Jouons  pai' 

A,,  A„  ...,  \„ 
le  groupe  polaire  détermine  |)ai'  r<'quation 
( G?. )  F (  :;  j  —  />^"A''^  F' (  .-  )  =  (> 

el  par 

B,,    Uo,    ....    n,> 

le  groupe  [)olaire  déterminé  par  Téqualion 

(G3)  F(z)  —  /^e?s''~'F'(z)  =  o. 

L'équation  ((ii  )  pourra  prendre  la  l'orme  géométrique 

(64)        AiNBi-i- AiNBj-^-  ...  A„NB/,  =  — ^-^  -t- niuUipIe  de  t, 

(pii    met  en  relief   une   propriété  angulaire  de  la  ligne  isodyna- 
mupic  correspoudant  a  1  intensité  j- 

D'après  les  équations  (Cis)  et  (6^i),  les  deux  groupes  polaires 
(A)  et  (B)  appartiennent  à  la  ligne  isodvnamique  dont  il  s'agit; 
c'est  la  seule  condition  qui  leur  soit  imposée,  puisque  les  argu- 
ments ael  j^  sont  arbitraires. 

En  résumé,  si  l'on  désigne  par  (A)  et  (B)  deux  groupes  po- 
laires situés  sur  une  inèn\e  ligne  isodynamique,  on  peut  consi- 
dérer cette  ligne  comme  le  lieu  géométricjue  des  points,  tels  que 
la  somme  des  angles  sous  lesquels  so/tt  vus  les  segments  AB  soit 
égale  à  un  multiple  de  t:  augmenté  d'un  angle  constant. 

Equation  d'une  ligne  halysique.  —  Considérons  maint enani 
une  trajectoire  orthogonale  des  lignes  isodvnamiques,  ligne  lialy- 
wii.  3 


—  ;ii  — 

sique  correspondunl  aux  aclions  algébri<|uc.s  parallèles  dont  les 
directions  font  avec  la  direction  positive  de  I  axe  des  j",  soil 
l'angle  •%  soit  l'angle  (-  + y)- 

I/équation  de  cette  courbe,  donnée  par  la  lorniule  (47);  j)eut 
être  ramenée  à  la  forme 


soil  aussi 


On  peut,  à  cette  dernière  écpialion,  substituer  la  suivante 

I-'  (  -  )  -  V  rTv  -1  F'  (Z)  .î  (  -  )  —  V  f'-'f''  ''  -'''  (  ;  ; 

dans  hupielle  ;ji.el  v  représentent  deux  paramètres  arbitraires. 

Propriclr  anniildire.  —  Attribuons  à  ces  paramètres  u  et  v  des 
valeurs  réelles  et  positives  h  et/..  Les  deux  membres  de  l'équation 
(66)  deviennent  alors  conjugués;  si  donc  nous  divisons  cette 
('•(luation  par  son  second  membre,  nous  trouverons 

\         iir'nirncnl  fie    \V  {  z)  —  lic^'^'-^V  {  z  )]   j  ,  .    ,      , 

(Gj)  _  =nn.lli|.lr  .le  t:. 

'   —  ar^^unienl  île    ]  F(  ^  )  —  /.cT»  -'  F'(  z  )]   ' 

Désignons  par  (II)  le  groupe  |)i)laire  représenté  par  ré(|uation 

et  |>ar  (  K)  le  groupe  |)olaiVe  représente-  par  l'équation 

!■"(  - 1        I       ..  —, 

^^•0)  -F7T,  =  //"^^""' 

l'c-qualion  ( (')-  )  prendra  la  foriiu-  g<''()mélru|uc 

r;oi  ll|\l\|        lloNKo    r- ...  -r- II,,  M</,  =  imilli[)le  (le  TT. 

l'ar  conséquent,  c/i(t(/i/c  //g/ic  lialysù/uc  pt'iil  rirr  dr/inic 
fféométviqiienieni  au  luoycn  d' une  in  fin  il  é  de  systi^nics  de  deu.r 
groupes  polaires  {W)  et  {K)  situés  sur  elle-même.  On  peut  con- 
sidérer cette  ligne  comnw  le  lieu  géométrique  des  points,  tels 


J 


ifiii'  la  soDiinc  (Ifs  (iiiL;lt's  so//s  /csf/ue/s  sont  vus  les  segmcnls 
IIK  soil  (''i^dli'  n  lin  multiple  de  -. 

Propriété  sei;nientnire .  —  Jleprenant  IV-cjualion  (<)<)),  atlii- 
Ixions  aux  |)aranu''lics  a  cl  v  deux  \aleurs  imaginaires  conjuguées 

t  7  '  >  _ 

cette  équation  dcvieiulra 

(  -2  )  ; = X   — =—. =  r . 

Les  fractions  rationnelles  (jui  constituent  les  deux  facteurs  du 
premier  membre  sont  des  c|uanlités  conjuguées;  leur  produit  est, 
par  conséquent,  égal  au  carré  du  module  de  la  première  de  ces 
fractions. 

Si  nous  désignons  j^ar  (S)  le  groupe  |iolaire  représenté  par 
r('-(|uation 

(7:51  '1^'  =  i  ^-iO+T,v/-l  , 

elpar(T)  legroupe  |)olaire  représenté  |)ar  l'c'qiiation 

(74.  TTT)'^  '/"~'''^' 

Téqualion  (~/.>.)  prendra  la  forme  géométrique 

\Si  X  \S.2  X  . . .  X  MS/,  _ 
^''^  ^T,  xNT,x  ...  xiNT/,  ""'• 

Par  conséquent,  chaque  ligne  halysique  peut  être  définie 
géométriquement  au  moyen  d' une  infinité  de  systèmes  de  deux 
groupes  polaires,  le  produit  des  distances  d'un  quelconque  de 
ses  points  aux  pôles  du  premier  groupe  étant  égal  au  produit 
des  distances  du  même  point  aux  pôles  du  second  groupe. 

T^es  groupes  (S)  et  (T)   correspondent  respectivement    à  des 

actions  algéljrifiues  avant   une   intensité  commune-,  et  dont  les 

diiecliotis  font,  avei'  la  direction  positive  de  l'axe  des  ./-,  deux 
angles  (0  -h  v)  et  (y —  B)  dont  la  somme  est  égale  à  o.v.  Par  con- 
s<'(pienl   :    Pour  tjue  deux  groupes  polaii^es  {S)  et  (JV)  puissent 


servir  à  la  dc/lnilion  sciîmcnlairc  de  la  li^ne  li(ilysi<iue  corres- 
pondanl  aux  (iclions  ah^éhriquea  de  direcLÎon  (v)  et  (y  4-":^),  il 
faut  et  il  suffit  que  ces  deux  groupes  appartiennent  à  une  même 
ligne  isodynaniique  et  que  les  angles  de  direction  des  actions 
algébriques  correspondant  à  ces  deux  groupes  aient  une  somme 
égale  à  a  y. 

En  atlribuanl  au  paramètre  \  une  valeur  nulle  ou  une  valeur 
infinie,  on  réduit  l'équation  (72)  à  une  sim|)le  identité;  il  en 
résulte  que  le  groupe  polaire  principal  (M)  et  le  groupe  polaire 
dérivé  (ÎM)  ne  peuvent  entrer  ni  l'un  ni  l'autre  dans  le  système 
(S),  (T).  _  ' 

L'équation  (72)  se  réduirait  encore  à  une  identité  si  l'on  suppo- 
sait 0  =  o,  de  manière  à  amener  la  coïncidence  des  groupes  (S)  et 
(T),  l'un  et  l'autre  venant  d'ailleurs  se  placer  sur  la  trajectoire  or- 
thogonale considérée;  la  lormule  (7'))  donnerait,  dans  ce  cas, 
rind(''terniinalion  complète  du  point  N. 

Construction  de  quelques  courbes.  —  Il  ne  sera  pas  inutile, 
avant  de  continuer  l'exposé  des  théories  générales  qui  nous  occu- 
pent, de  donner  quelques  exemples  de  lignes  isodvnamiques  et  de 
Irajectoires  orthogonales. 

En  lenanl  compte  de  la  formule 

(4)  F(^)  =  X  +  Yv'^. 

l'équation  de  la  eourhc  isodynamique  dc'terminc'e  par  les  pioints 
racines  (M)  du  polvnomc  V { z)  et  correspondant  à  l'intcnsitc'  y 
peut  s'c'crirc 


(76) 


d.r  j  \  dx  I      _     \ 


J^a  ligne  halysupic,  correspondant  aux  deux  directions  opposées 
donnc'es  par  les  angles  y  et  (y  -h  k),  peut  d'ailleurs  être  r(q)r('sen- 
tf'C  ])ar  I  <'(pialion 

^.  d\       ^,  d\ 

rty  (ly 

(77;  -^7^^ ^p^  =  lnnjîY- 

\  __  _,_  Y  -- 

dr  dx 
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1^0  j^rotipc  polaire  (l(''n\(''  est  (l(''lcniim(;  par  r('(|iiat  loii 

F'(c)  =  o. 
Quant  aux  ombilics,  ils  sont  cb'lerniinôs  [)ar  rrcpialion 

(.5)  |F'(^)1^  =  F(^)F"(-). 

I,    Siij)posons,  CI)  |)romier  lieu, 

(7S)  F{z)  =  zi>  —  CCI', 

a  (l('siyi)aul  un  paramètre  j'éel  et  positif. 

I^es/?  points  racines  (M)  occupent  les  sommets  d'un  polygone 
régulier  dont  le  centre  est  à  l'origine  des  coordonnées  et  dont  un 
somniel  est  |)lac(''  sur  la  direction  positive  de  l'axe  des  x;  a  est  le 
rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  polygone. 

Le  groupe  polaire  dérisé  (M')  se  compose  de  (/>  —  i)  points 
coïncidant  tous  avec  l'oiigine  des  coordonnées. 

L'équation  aux  ombilics  devient 

(79)  p{p  —  i)(zP  —  xi>)zi>-i  =p'iz-''--\ 

et  se  décompose  en  deux  autres 

(    Z/>'^-  =  o, 

(80  ) 

(  zi'      =  (p  —  i)D(./'e-^^-'^: 

nous  obtenons  donc,  d'une  part,  (p  —  jt  )  ombilics  coïncidant  avec 
Torigine  des  coordonnées  et,  d'autre  part,  p  ombilics  formant  les 
sommets  d'un  poljnôme  régulier  concentrique  avec  celui  des 
|)oints  (M),  ajant  pour  rayon  cf.yp  —  i  et  dont  les  rayons  sont 
dirigés  suivant  les  apothèmes  du  polygone  des  points  (M). 

En  faisant  usage  des  coordonnées  polaires  p  et  co,  on  a  identi- 
([uemcnt 

/    X      =  pi'  cospio  —  al', 
l    Y      =  p"  siii/j(o, 
/Si  \  I    d\  ,        ,  d\ 

I  (/\  ,  .  ,  d\ 

-7-   =/9p/^-i  sui(/;  — i)w  = -. 

^    a.r  dy 

L'équation  (  ~()  )  devient,  |)ar  conséquent, 

o    \                                                  p'p-i'--  1 

'  ^'^  )  —, —^ r-  =  T^  ' 

p'I'  -  -  •J.T.l'Ol'  ('OS/)(0  -4-  7.-1'  A- 


—  .'{8  — 
et  liMUialion  (- j  )  dc^vient 

pi>  «info  -I-  a/'  sin  (  p  —  \)i 


p/'COSOJ —  Xl'COS(p  IjO) 

Patnii  les  lignes  isodynaniiqucs  représentées  par  réqualion  (82), 
il  en  est  une  qui  passe  par  les  p  ombilics  aulres  (jue  l'origine  des 
coordonnées  et  constitue,  par  conséquent,  une  courbe  de  transi- 
lion.  La  valeur  de  /.'  correspondant  à  cette  ligne  se  détermine  en 


faisant  w  = -- el  s  =  av/> — 1    dans  l'équation    (82)^   on    trouve 


^S4)  -TZ 


/)'-(  P  —  n    /' 


</^ 


2;>- 

I  1  ~ 


k-        {  p  —  I  j-  —  ■!{  p  —  I  )  cos Tr  -t-  I  a- 
L'équation    de   la  ligne   isod\  iiatni(|iic  considérée   devient,    par 


conséquent, 

(85), 


,0 -/'--' 


P 


1 1    /' 


p-/'  —  2X/'p/'  cospto  -+-  a-/'  jt-y.- 

Enlaisanl,  par  exemple, />=  .5,  nous  liouvuns 


SG) 


■27.-*  0*  COS  )0J 


l-'ii;. 


2  :'/-. 

X'  <) 


cette   courbe   est  en    gros   liaits   sur  la   ///?■.  i^  les  (\eu\  courbes 
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fermées  tracées  en  plein  et  les  trois  courbes  fermées  tracées  en 
pointillé  sont  les  lignes  isodvnaniifpics  qui  précèdent  et  suivent 
iiMinédialenicnt   la    ligne    de    transition    lors(|U(!   Ton    fait    croître 

rintensiti-  7  depuis  zéro  jiis(p]'à  linfini. 

Dans  le  cas  1res  parliculier  où  />=•>.,  les  |)()ints  racines  M|  el 
Ma  sont  situés  sur  l'axe  des  .r,  à  égales  distances  de  l'origine  des 
coordonnées  et  les  deux  oinl)ilirs  sont  placi's  sur  l'axe  des  y. 
L'écpuilion  (85)  devient 


(87) 


■ia-p2  cosvjo)  H- a^        4' 


elle  rc|)iésente  (  //i,'.  2,  Iracé  fort  )  deux  circonférences  de  même 
rayon  a^  '2  avant  respecti\  emenl  pour  centres  M,  et  .M^. 

Parmi    les    lignes  liaKsKpies  représentées    par    l'i-rpialion  (83), 


l'ii;. 


considérons-en  une  cpii  passe  par  un  ombilic  dilfércnt  de  l'origine 
des  coordonnées;   nous  déterminerons  là  valeur  correspondante 


de  tangv  en  faisant  (•)  =  -  et  p  =  y-ij p  —  1  ;  on  trouve  ainsi 


( p  —  I)  sin 


I  88  ) 


laii"".'  = 


7:  P  ~  i 

{  n  —  I  )  rets  -       ro*  '- 

P  l> 


/' 
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La  ligne  haljsique  dont  il  s'agit  correspond,  par  conséquent, 
à  des  actions  jiai-allèles  au  rayon  vecteur  qui  va  de  l'origine  des 
coordonnées  à  l'ombilic  de  passage.  L'équation  de  cette  courbe 
est 

p/' sino)  H- a/*  sinfn  —  i)(o  - 

(8ql =taii"-, 

pi' cas  lu  —  a/'c<is(/; — i)("j  /> 

soil ,  plus  situplcnicnl, 

sin     y-^{p  —  i)to\ 

(  90  )  pi>  —  a/'  — — : ^ ~ 


sin  (  -  — 
P 

Nous  savons  que  cette  équation  doit  représenter  une  courbe  du 
degré  2/^  —  1;  or  il  est  à  remarquer  que  si  l'on  donne  à  to  la 
valeur 

(o  =: h  iHiilt  inlc  <l('  — . 

P 

1  équation  est  satisfaite  ])Our  toule  valeur  de  p;  la  courbe  dont  il 
s'agit  se  compose,  |)ar  conséquent,  d'une  droile  et  d'une  courbe  du 
degré  ■>./>  —  •>. . 

Faisons,  |»ar  e\enq)le,  /' =  *^,   lécpialion  (()<>)  deviendra 


D'  » 

SU)  I  -    —  w 


Elle  se  com|)ose  en  deux  autres 

M   =:  ^"  -i-  iiiulliple  (le  K, 

p'<  =  a''  (cosfo  +  y/3  sin  (u)  =  7.  a-'  cos  (  - 


(9>,) 


La  prcniiéie  de  ces  équations  n'présenle  la  droiU"  ipu'  délcr- 
niincnl  rorigine  des  coordonnées  cl  roinliilK-  de  j)assage;  la  se- 
conde représente  une  courbe  ierniée  du  (pialrième  ordre.  Celle 
droile  et  celte  courbe  fermée  constituent  ensemble  une  ligne  haly- 
sique  de   transition  tracée   en   fort  sur   \a  fîg.    .5;   en   attrlbuanl 


I 
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aux  actions  parallrlos  un  ari^Ic  de  diroclion  y  Irùs  légèrcmcnl  in- 
loriciirà:^»  on  ohlicndiail ,  |)otii-  lii;iic  lialvsiiiiic  correspondante, 
la  courbe  tracée  en   |)I('im  ;  pour   une   valeur  de  v  très  léj^èrenient 


Fis.  3. 


stipériciire  à  ~,  on  obtiendrait  la  courbe  tracée  en  poinlilb'. 
l^n  faisant  p  =  ■*.,  l'équalion  (90)  deviendrait 


(*)3  )  p2  =  «2  ^    -L 

sin  (  -  —  (ij  ) 

et  se  décomposerait  en  deux  autres 


(yî) 


=  —  +  imilliplc  (l(^  r, 


9, 

;-  =  a 


ces  dernières  représentent,  d'une  part,  Taxe  des  let,  d'autre  pari, 
une  circonférence  de  ravon   ('i^al  à  a  avani   son  centre  à  l'origine 


4-2 


des  coordonnées.    La  fi  g.  /j   indique    en    Irails   forls  celle   ligne 
de  Iransilion  qui    passe   par  les  deux     )nd)ilics",   les    Iracés  |)lein 


cl    |)()inlill(''   iiidi(pienl  les   lignes   liai vsi(jiies  iniinédialeinenl  voi- 
sines. 


i2.  ÇonsidiTons  niainlciianl  une  aulic  forme  dw  poivuôuie  V(z) 
(•\   posons 

(  .j5  I  F(;)  =  zi>  —  XI'- i  z. 

Les/)  points  racines  iM  se  composenl  de  l'origine  des  coordon- 
nées cl  des  soninicls  d'un  polvgonc  régulier  de  ('/)  —  i  )  colésavant 
son  centre  à  l'oiigine.  uii  soniuiel  placé-  sur  la  direclion  positive 
de  Taxe  des  ./•  cl  un  lavon  cgal  à  a. 

Le  groupe  polaire  dérivi'  (M')  se  compose  des  sommets  d'un  po- 
lygone r(''gulier  de   { /> —  i)  côtés,   a\aut  même  centre  et  même 


oc 
orientation  (]ue  le  pié-cf-denl  ;  le  ravou  de  ee  polygone  est  ^j^r 


li  <-<piali()n  au\  luuhdn-s  dmieul 
(  f)('>  I  /iz-i'  -  4- /M /;  -    3  )2[/'  1  ^/'-  '  +  z-/'   -  =  o; 


V? 


—    ili  — 
rll(!  se  (l(''((Mii|K)S(:  en  dcnix  iUiLiX's,  savoir 


I  '^  -j./)  I 

On  oliricnt,  par  con.s('(nient ,  deux  groupes  de  (/> —  i)  oinlji- 
lics  ;  chacun  de  ces  i;roiipes  forme  les  sommets  d'un  polvj^one 
régulier  ayanl  son  cenire  à  l'origine  des  coordonnées  cl  ses  i-ajons 
dirigés  suivant  les  apollirmes  du  polygone  des  jjoints  (M'),  l'o- 
sons, pour  siniplilicr  les  ('crilures, 

,    />  —  ')        p  —  I    /- — —         , 

\      > ^TT  ^^'*  /'  ~  '^  '  =  '5'  • 

(<)Sl 

T^es  é(piations  (07)  deviendront 

I     -"(/;- 1)  =  y.l>-iff"cW-i\ 

les  deux    polvgones  dont  les  ombilics  occupent   les  sommets  ont 

1  1 

doiu;  respectivement  poin-  rayons  a^'''^'  et  a^"/*   '. 

Ilii  faisant,  comme  précédemment,  usage  des  coordonnées  |)o- 
laires  0  cl  w,  on  a  idiMitiquement 

\      =  p/' cos/Mo  —  pa/'^'cosoj, 

Y      =:  p''  ^i\\  p  «j  —  pa/'    '  sin  «j. 

(fX  ,  ,  ./V 

(l'iDi  .    -—  =  />p/'    1  cos( />  —  I  ift)  —  a/'  •'  =         -^  , 

f   r/Y  ,    .  d\ 

\    dx       ^  ^  '  dy 

L"(Wpiali()n  (-())dcs  lignes  isodMianii(|ues  devienl,  par  cons('-- 
f|uenl, 

])- p-i>--  —  2/?a/'-' p/'-i  cos(  p  —  iKo-f-a-/'    -  1 

(101)  '  — ^ '- r^- — ' — — T—     =    77  ' 

p-P  —  •).  3£/'-'  p/'+'  cos  (  />  —  I  )  (0  -)-  a-/'-"-  p-  A  - 

et  l'éfpiation  (77)  des  trajecloires  orthogonales  devient 

(,o.>,  )  li-!-- — ; !-- — -^ i- -L^^ i^ '- — -■,=  tan?-'. 

(  p  p-/'-'  -+-  pX-P--  )  cos  W  —  pP  OLP-  '  I  /5  CO«  (  /7  —  '2  )  tO  -(-  COS/7  tO  1 


l'.ii'mi  les  lii;ne.s  isoclviianii(|iic.s,  il  v  imi  a  deux  (|iii  sers  ciiL  aii\ 
Iraiisilioiis;  elles  passent  respccliveinenl  par  cliaeim  des  polvj^oncs 
feinu'-s  par  les  ombilics. 

J^cs  valeurs  correspondantes  de  r^  sont 


(  lO'j 


/,"o 


(  pq'  -i-  I  )-  I 


V'/-> 


7 


r/"/'-'  -h- r/"/'-'  / 
Si,  par  exemple,  <»n  (ail/>=  j,  on  trouve 

\  'i   =  —5—' 
fio4) 


f  7'=  - 


•2/5 


et  les    ('-quations  des    deux    li;^nes    isodvnamiques    de    transition 
deviennent 


do;" 


23^** I  0  a  •  p  '  00s  4  tO  -r- 


i7\/j  — i3) 


p.o_^«vp6cos4o.+  .=«p^        aK<-v/6)v'5-2v/î 

i  9,5  p8  —  ioa''p^  cos4w -1- a*  _  5(7/5-i-r5) 

\    p"^'*  —  2  3!'*p"  eus  4  w -i-  a"?-  .w'..    ,     r-\J'-    \        l~ 

IjCS  //i'',  5  et  5  bis  indi(pi('iil  ces  i\Q,u\  couihes  par  des  tracM-s 
forts.  Sur  chacune  de  ces  liyures  les  lignes  isodynamitjucs  qui 
précèdent  cl  suivent  de  très  près  les  lignes  de  Iransilion  sont  re- 
pi'(''sent(''es  p;ii'  des  li-acés  plein  et  en  poinlilic'-. 

Le  cas  particulier  où  p  1=  /j  oflVe  celle  singularité  (pie  les  radi- 
caux s'jinnulenl  dans  les  pi'cmicrs  membres  des  (ormides  (98), 
en  soite  qu(!  Ton  :i  (j':=z(^".  L(,'s  six  ombilics,  au  lieu  di-  lormcr 
les  sommets  de  i\rA\y^  ti-iangles  ('•quil,ii<'i;iii\  distinct'^,  se  super- 
poscnl    deux    A    deux    sui-    les    somuKUs    d  un    seul    liiangle    <lont 

le  riivon  est  —  •    Ils  iip|)ai'lieiinenl  lous  ;"i  lu  ligne  isodx  iKirnupii-  de 
Ir.insi tiDii  (pu  conopond  ;'i   bi  eonslante 

.iv/4 


(  U)(i  » 


1 


I 


el  tloiil  I  <'(|iial  11)11  est 
(107) 


I G  p*  —  8  a'  p3  cos  3  co  M-  a"  _  4  \J f\ 

p*  —  ■^ a'  p-'  cos  3 oj  -+-  ol''  p-  a- 

Fig.  5. 


Fi  g.  5  ii.y. 


i(i  - 


(  ieUf  équation  se  décompose  en  deux  aulres 


VI  ?'-  —  a-  =  o, 


(108) 


',  ^  4  p* — 6v/2a^!i*  —  3  y/l  :i'-' p- ~h  a''' 

cos3w=   ^ '„    ,    ,    ' 

\  8a'p* 

La  //i'.  ()  indifjue,  en  tracé  fort,  la  circonféi-ence  cl  la  courhe 


Fig.  ('y. 


compagne    dont  l'ensemble  constitue   celle   ligne  isods  n;tnii(|ue. 
Une   autre   sinj^ularité  se   produit  dans  riiypotlièsc  où  /;  =  ,); 
l'équation  (9<J)"i  qui  détermine  les  ombilics,  se  réduit  alors  à 


(  I  0()  ) 


i  :.'  -h  c('  =  <), 


en  sorte  cpie  les  quatre  ombilics  occupent  les  sommets  d'un  (  arr«'' 
avant  pour  lavonT-r:-  Ils  ajqiarlienneni  tous  à  la  W'j^nr  isodvna- 
ini(nic  de  transition  <|ui  correspond  à   la  consiimlc 


(  I  10  ) 


p  ^Wi, 


—  17 


cl  (loiil    rriiiial  ion  est 


h  I  1 1 


9  p*  —  fi  a^  p'  cos  2  to  -f-  a^  _  '\  \/'î 
p"  —  'Ji  X-  p '•  cos u  w  -t-  a'*  p-  a- 


(^cllc  ('-(nialion  se  drconiposc  en  deux  anlres,  savoir 


(  I  I  '2  ) 


t  pV^   —  2^   =  O, 

J  (  02^3  _  «2)2 

/  ros2w=  -^ ; — 

\  ()  a-  p2 


La     //i,'.    7    l'epréseiUc.    en    lrac('    forl  ,    la    circonférence   et    la 


courbe  compagne  dont  Tensenihle  conslitue  celte  ligne  isodvna- 
niique. 

Occupons-nous  maintenant  des  lignes  liaivsiques,  du  degré 
(-ip — i),  qui  sont  repx'ésentées  par  l'équalion  [\o'à).  On  peut 
donner  à  celte  équation  la  forme  suivante  : 

.     ^  p/'    '         a/'    '         sitMpeo — y) — p  sin\(  p  —  al^^-t-vl 

(  1 1 3  >         />  ■ — = — . ^- ■ 

'     vJ'    '  p/'    '  siiKw  —  Y) 

Lorsque  />  est  supérieur  à   \^  la  droite  qui  passe  par  l'origine 

des  coordonnées,  en  faisant  avec  l'axe  des  x  un  ansle  écal  à  — - —  -, 

'  ^        '^        j>  —  i 

rencontre  toujours  quatre  ombilics  svmélriqucs  deux  à  (\e\i\ 
relalivemeni  à  l'origine  des  coordonnées.  Dans  le  cas  j)arli- 
culier  où  /»=  \,  cette  droite  [)asse  seulement  par  un  ombilic 
double. 


Or,  si  dans  l'équation  (  i  i3)  nous  faisons  -' 


le  second 


—  48  — 
inemhrc  de  celle  éfjiialion  pourra  s'écrire 

p  sin  ip-  ■^)  (  w  —   — ^-  j  —  sin/> 


-m  (  w ^^ —  ) 


il  en  résulte  que  Téqualion  (ii3)  est  salisfaite,  quel  que  soil  p, 
lorsque  l'on  fait  (o  =  — ^^- ;  par  conséquent,  la  droite  correspon- 
dant à  cette  direction  fait  partie  de  la  courhe. 

Si  donc/:»  est  égal  ou  supérieur  à  4>  la  ligne  lialjsique  passant 
par  les  ondjilics  situés  sur  les  deux  rayons  vecteurs  opposés  dont 

les  anffles  de  direction  sont  -^ —  et  -  ^—  correspond  à  une  valeur 
°  p  —  \       p  —  \  ' 

de  V  égale  à  l'un  ou  à  l'autre  de  ces  angles.  Celte  ligne  se  compose, 

d'une  part,  de  la  droite  formée  par  les  deux  rayons  vecteurs  dont 

il   s'agit  et,  d'autre  part,  d'une  courbe  du  degré  (2/) —  -j.)  qui  a 

pour  équalion 

/jsin(/j— a)  (  w ^^)— sinpjto —-  ] 

(  I  i4  )    p  - — ,  -\ r   =  ^ — ' — , ^ ' 

^  sin  {  a» ) 

V       /'  - 1  / 

en  supposant  que,  dans  le  second  membre,  on  supprime  le  facteur 
sin  (  (o —  )  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur.  Celle 

V        />  -^  '  / 
courbe  admet,  dans  tous  les  cas,  sa  droite  compagne  comme  axe 

de  symétrie;  de  plus,  lorsque/»  est  impair,  l'origine  des  coordon- 
nées est  un  centre  de  la  courbe. 

Faisons,  j^ar  exemple,  p  =  5,  l'é(|ualion  (1  i  'J)  se  décomposera 
en  deux  autres 

i  I,)  =^  -^  -H  niiilt  i|)l('   (Ir  t:, 

(ii5)  .  ,  ,  siii}((-j —  7)         sinjfw—  -^"j 

i     .-  P*    ,    «*         ,-  V  1/  V  4/ 


'"("-t)     ^'"("-^) 


On  obtient  ainsi  la  droite  et  la  courbe  cpii  sont  tracées  en  fort 
sur  la  y/^'".  8.  Les  tracés  minces,  l'un  plein,  Taiitre  pointillé,  in- 
<liqucnl  les  courbes  immédialemcnl  voisines. 


i!)  — 


iJaiis  \r  c:iis  |»;iil  i(  iilici'  dù  />  =   \.  I  t'(|ii:ilioii  (  i  i  4  )  donne 


:^  -+-  imillinle  de  -, 


(  1 1  (■)  ) 


I      i  £^    +  ^    ==    1   en.   (co-   ^j    [.  -  .-.S.   {^,.-    !:  jj, 


Fis.  •^- 


m;\ 

r 

^^ 

^ 

On  ohtient  ainsi  la  droiLc  eL  la  courbe  qui  sont  tracées  en  fort 

Fis.   9. 


sur  la    /ii;.  ().  Les   lignes    halvsiqnes  imni('tlialetnent    prc-cédentc 

XVII.  4 


—  :io  — 


et  siiivaiilc  sont  rcspcclivcinenl  in(]iqticos  en  |K)inlill('  cl  cm  |)l(>in. 
Dans  le  cas  spécial  où  p  =  .'),  l\'(|iialion  gcricralc  des  lignes  ha- 
ljsi(}iics  devient 


(iiG) 


,  SI  II  Y  cos''(L)-T-  cosy  sin' 
r 


siiiy  cosoj  —  cosy  sinw 
On  peut  faire  passer  une  de  ces  courbes  par  l'ombilic  dont  les 
coordonnées    sont  o  =  tt-   et    to=-!^;    la  valeur    correspondante 

de  V  est  — 7  et  Ton  obtient  l'éfiuation 

'19.  ' 

^  0-         a- 
("7)  -'b  ^  - 


cns  —  cos^oj  -f-  sin  —  sin-'oj 
I  ■>.  I  -x 


cos  —  (-oscj  -+-  sin  —  sinw 
1  'j.  1  9. 


qui  donne   la   courbe  indiquée  en   trait  fort   sur  la  Ji^'.    10.    Les 


Fi  g.  10. 


courbes  imniédialcnieiit  voisines  sonl  indicpiées,  Tunt*  en  poinlilb' 
et  l'autre  en  |)lciu. 

Si  l'on  chcrcbait  la  courbe  correspondant  à  y=  o,  on  oblien- 


(Ii;iil  iiiK'  ('(iiialioii  (l(':(()m|)<)s;il)l»' en  (lcii\  iiiilfo.,  s;i\(»ii' 

/     (O  =--   Ml  llll  i|lll'    (le   — . 
V  3t-  p- 

la   picniirrr   de   ces  (;(|ii;iti()iis    lepiésenle  l'axe   des./;;  I<i  seconde 
n'esl  vérifiée  par  aucun  |)()inL  du  plan. 

Pour    la     courlie    correspondant    à   v  rr=  - ,    on   ohln^il  le    svs- 

le  nie 

/  71  1    ■     1        I 

I   (O  =  -  -!-  iiiiiliiplc  (le  —, 

La  première  de  ces  écjualions  représente  l'axe  des  r;  la  seconde 
donne  un  système  de  deux  courbes  fermées,  symétriques  par  rap- 
port aux  axes  des  )'  et  des  x,  dont  l'une  passe  par  les  points  ]\J,  et 
M',,  et  l'autre  par  M.,  et  M... 

lioses  des  vents  aulour  des  umbilics.  —  Lorsqu'une  ligne  iso- 
dvnamique  ou  une  ligne  lialjsique  passe  par  un  ombilic,  elle  pré- 
sente un  point  nodal  où  se  croisent  généralement  deux  tangentes 
seulement;  les  figures  précédentes  en  donnent  plusieurs  exemples 
et  montrent  que  ces  deux  tangentes  se  coupent  à  angle  droit.  Les 
/(g.  ()  et  9  mettent  en  relief  des  ombilics  où  se  croisent  trois  tan- 
gentes ;  il  V  a  alors  division  de  l'espace  en  six  angles  égaux. 

Comme  les  équations  des  lignes  isodjnamiques  et  des  lignes 
halysiques  s'obtiennent  respectivement  en  égalant  à  des  constantes 
arbitraires  le  module  et  l'argument  d'une  même  fraction  ration- 
nelle, participant  aux  propriétés  g(''nérales  des  fonctions  liolomor- 
pbes,  un  ombilic  commun  à  une  courbe  isodvnamique  et  à  une 
courbe  liaivsique  est  nécessairement  un  point  multiple  au  même 
degré  pour  chacune  de  ces  lignes  ;  les  n  tangentes  de  chaque  couibe 
déterminent  les  rayons  d'une  rose  des  vents;  les  tangentes  à  l'une 
des  deux  courbes  sont  d'ailleurs  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  tangentes  à  l'autre  courbe. 

f  aviations  de  /action  algébrique.  —  I^ejirenons   la   formule 


qui  (létcniiinc  les  projccllons  P  et  Q  de  l'aclion  lolale  exercée  sur 
le  jioint  N  dont  l'alTixe  est  r. 

Pour  que  celle  force  acquière  une  inlensiu-  infinie,  il  faut  et  il 
suffit  que  N  soit  placé  infiniment  près  d'un  point  M  aj)partenant 
au  groupe  polaire  fondamental;  dans  ce  cas,  l'action  est  évidem- 
ment dirigée  suivant  MN. 

Laissant  de  coté  ce  cas  particulier,  supposons  que  Ton  modifie 
infiniment  peu  la  position  |)rimitive  du  point  N,  de  manière  que 
son  affixc  devienne  (z--\-oz).  La  série  de  Tavlor  nous  donnera, 
en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  au  pre- 
mier, 

Dans  le  cas  oîi  la  position  primitive  de  N  est  celle  d'un  point  M' 
appartenant  au  groupe  polaire  dérivé,  on  a  F'(  ;)  =  o,  et  la  formule 
précédente  se  réduit  à 

(...)  P-Qv/— .  =  Çg'o.+  .... 

L'action  ne  possède  alors  qu'une  intensité  infiniment  petite;  dé- 
signons par  '^  l'angle  inconnu  que  sa  direction  fait  avec  la  direction 
positive  de  l'axe  des  x.  Désignons,  d'autre  part,  par  ■}  l'angle  cor- 
respondant à  la  direction  M'N.  Nous  aurons 

Viz) 


(122)  Ci -4- (l  =  —  aigiinienl  lie 


V{z) 


Par  consc'-quenl,  l'angle  fornu'  par  la  direction  M'j\  du  dé'|)lace- 
menl  et  par  la  direction  de  la  force  possède  une  bissectrice  de 
direction  constante  (picl  (pie  soit  M'N.  Si  l'on  renverse  le  sens 
de  jM'N,  la  direction  de  la  forcée  se  trouve  ('gaiement  rcnvei'sée. 

Si  la  position  primitive  du  point  N  n'est  pas  prise  dans  le  voisi- 
nage d  lin  iioinl  M',  l'action  accjiiicrt  une  iiilcnsiti-  finie;  son  ac- 
croissement géonu'tiiipie  corrcsiJOndMnl  au  (U'placcment  0;  est 

,,,3,  |._nv/_,--j^= p.,^- 0. ---..., 


I 


soil,  en  i;(''ti<''iMl,  im  liiliiiiiiienl  pclil  du  j)i(!iiinM'  (ir-dic.  Pour  (|iic 
l'ordre  de  [)elilcssc  devienne  supérieur  au  premier,  il  faul  et  il 
suffit  que  l'aflixe  z  de  la  |)()sition  primitive  soil  racine  de  r('fpia- 
liun 

F"(  :;  )Im  ;  )  —  V'-(  z  }  =  o; 

en  d'aulrcs  lermcs,  il  faut  el  il  sullil  (jue  le  [)()inl  Nsoil  primilive- 
nienl  placé  sur  un  ombilic. 

(]elte  observation  conduit  à  une  consétjuence  importante  qui 
peut  s'c'nonccr  en  ces  termes  :  L'inlensité  de  V action  exercée  sur 
un  /loinl  (Tune  lit:;ne  iKilystijur  ne  peut,  être  niuri/tiu/n  ou  nii- 
niniuin  (jue  si  ce  point  est  un  ouibilic.  Si,  en  eflet,  cette  inten- 
sité est  maximum  ou  minimum,  elle  ne  peut  varier  que  d'un 
iiinuiment  petit  sup(''ricur  au  premier  poui"  un  déplacement  infini- 
tésimal du  point  sur  la  lii^ne  lialysique;  la  direction  de  la  force 
reste  d'ailleurs  rigoureusement  invariable;  l'action  algébrique  ne 
subit  donc  qu'un  accroissement  géométrique  d'un  ordre  de  peti- 
tesse su])(''rieur  au  ])i"emier. 

Enchaînement  des  groupes  polaires  principiiux.  —  Les  con- 
sidérations précédentes  permettent  d'étudier  les  lois  générales  qui 
président  aux  encliaînemenls  des  j)oints  (M)  et  (IM')  par  les  lignes 
balysiques. 

Nous  savons  qu'une  ligne  liaivsique  possède  une  branche  hyper- 
bolique dont  lasyniptote,  parallèle  aux  actions  exercées  sur  les 
divers  points  de  la  courbe,  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances commun  aux  deux  groupes  polaires  principaux.  Cette 
branche  infinie  est  généralement  accompagnée  d'un  certain  nombre 
de  courbes  fermc-es  auxquelles  nous  donnerons  le  nom  d'orez/cv, 
sans  attribuer  à  cette  dénomination  le  caractère  d'une  définition 
précise  de  la  forme  de  la  courbe.  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que 
la  tangente  en  un  point  M  est  toujours  parallèle  à  Vasymptote 
delà  branche  infinie. 

Considérons  d'abord  la  branche  infinie,  en  supposant  qu'elle  ne 
passe  par  aucun  ombilic,  |et  faisons-Ja  décrire  par  un  mobile  N 
qui  partira  de  l'infini  pour  y  retourner  dans  la  direction  opposée. 
L'action  algébrique  présente  au  départ  et  à  l'arrivée  des  intensités 
nulles  et  de  sens  contraires;  elle  change  donc  de  sens  au  moins 


-    .)»  — 


une  fois  et,  dans  tous  les  cas,  un  nombre  impair  de  fois  pendant 
le  parcours. 

L'absence  d'ombilics  sur  la  Irajecloire  s'oppose  à  ce  que  l'inlen- 
silé  de  l'action  algébrique  puisse  devenir  maximum,  ou  mini- 
mum; il  en  résulte  :  i^que  le  premier  cbangement  de  sens  se  fait  en 
passant  par  un  point  M,  l'intensité  devenant  alors  infinie;  2"  que 
si  d'autres  ciiangements  de  sens,  nécessairement  en  nombre  pair, 
se  produisent  à  la  suite  du  pi'emier,  ils  correspondront  à  une  suc- 
cession allernc'c  de  j)oinls  M'  et  de  points  iNI,  correspondant  à  des 
valeurs  nulles  et  infinies  de  l'intensité. 

Considérons  maintenant  un  ovale  li;dvsi(|iie,  en  supposant 
qu'il  ne  passe  par  aucun  ombilic.  Prenant  pour  point  de  départ 
un  point  quelconque  de  celte  courbe  fermée,  faisons-la  décrire, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  par  un  mobile  N.  L'intensité  de  l'ac- 
tion algébrique  variera,  pendant  le  parcours,  par  voie  continue  et 
reviendra  finalement  à  sa  valeur  initiale.  Cette  intensité  ne  peut 
d'ailleurs,  vu  l'absence  d'ombilics  sur  la  Irajecloire,  passer  par  au- 
cun maximum  ni  par  aucun  minimum;  il  en  résulte  :  1"  (pie  le 
mobile  passe  au  moins  par  un  point  M,  l'intensité  devenant  alors 
infinie;  3"  que  si  l'ovale  ne  passe  par  aucun  autre  point  M,  elle 
passe  par  un  |ioint  INI'  et  par  un  seul,  l'intensité  correspondante 
étant  nulle;  .1"  que  s'il  v  a  passage  |Kir  |)lusieurs  points  Al,  il  y  a 
aussi  passage  par  un  nombre  égal  de  points  M',  la  succession  des 
points  yi  et  M'  sur  le  parcours  étant  alternée. 

Les  observations  précédentes  conduisent,  eu  dernière  analyse, 
au  tbéorème  suivant  : 

TnKonÈMK  (;i:M'-.i!AL.  —  /^o/st/'f/z/ic  lii^nc  lnilysujtu'  ne  passe 
par  (iiiciin  ombilic  : 

1"  La  branche  infinie  ]>asse  au  moins  pctr  un  painL  M  cL  con- 
lienl  un  ntanbre  de  points  M'  inférieur  d'une  unité  à  celui  des 
poitils  M. 

■>."  CtuKiue  ovale  conlieni  aulanl  de  points  M'  que  de  points 
M,  le  nondjre  des  points  de  clKupie  espèce  étant  au.  moins  éf^al 
à  l'unité. 

\\"  Il  ]'  a  toujours  un  point  M'  et  un  seul  entre  deux  points 
M  consécutifs,  soit  sur  u/i  arc  d' ovale .  soit  sur  un  arc  de  la 
branche  injinie. 


—  o.>  — 

Généralisation  du  tliéorcnie  de  Rolle.  —  Si  la  brandie  infinie 
constituait  à  elle  seule  la  ligne  lialjsique,  sans  ôlre  accompagnée 
d'ovales,  elle  passerait  parlons  les  points  Met  parlons  les  points 
JNI'.  Le  IJK'orr'inc  précédent  peut,  dans  ce  cas  pailicidicr,  s'énon- 
cer coniuK-  il  suit  : 

Lorsqii' une  ligne  lialysique,  ne  passant  par  aucun  ombilic, 
se  compose  exclusivement  d'une  brancJte  hyperbolique,  elle  en- 
chaîne les  deux  groupes  polaires  principaux  (M)  et  (M')  de 
façon  qu'il  y  ait  un  point  M'  dans  chaque  intervalle  de  deux 
points  M  consécutifs. 

C'est  là  une  généralisation  intéressante  du  théorème  de  Rolle. 
Supposons,  en  effet,  que  le  ])oljnonie  F(c)  ait  toutes  ses  racines 
réelles;  les  points  M  seront  alors  Ions  situés  sur  Taxe  des  x  etnous 
pourrons  faire  correspondre  leurs  indices  à  leur  ordre  naturel  de 
succession,  de  gauche  à  droite.  La  ligne  halysique  correspondant 
aux  actions  parallèles  à  l'axe  des  x  ne  ])ouri'a  contenir  aucun 
point  extérieur  à  cette  droite;  elle  se  réduira  donc  à  l'axe  des  x. 
Entre  deux  points  consécutifs  M,,  et  M/,_,_(,  on  ne  peut  rencontrer 
aucun  ombilic;  si,  en  effet,  un  mobile  N  parcourt  l'intervalle 
M„M,,^,,  la  somme  des  actions  exercées  par  les  pointsM,,!M2,...,M„, 
([ui  le  repoussent  tous  vers  la  droite,  va  sans  cesse  en  diminuant, 
tandis  que  la  somme  des  actions  exercées  par  les  points  M,,^,. 
M«^2?  •  •  •>  ^J/M  cp'i  le  repoussent  tous  vers  la  gauche,  va  constam- 
ment en  croissant;  l'action  totale,  égale  à  la  différence  de  ces 
deux  sommes  ne  jjeut  donc  devenir  ni  maxima  ni  minima.  Un  rai- 
sonnement analogue,  plus  simple  encore,  montrerait  qu'il  ne  peut 
exister  aucun  ombilic  en  amont  du  |)oint  M,,  ni  en  aval  du  point 
M^.  L'axe  des  x  constitue  donc  à  lui  seul  une  ligne  halvsique  qui 
ne  passe  par  aucun  ombilic;  on  peut  donc  lui  appliquer  le  théo- 
rème précédent  et  l'on  obtient  ainsi  le  théorème  de  Rolle. 

Lignes  halysiques  de  transition.  —  Le  théorème  général  établi 
pour  les  lignes  halysiques  qui  ne  passent  par  aucun  ombilic 
s'étend,  ])ar  voie  de  continuité^  aux  lignes  halysiques  de  transition 
passant  par  des  ombilics  ;  mais  il  n'en  est  ainsi  qu'à  la  condition  de 
suivre  sur  la  ligne  de  transition  l'un  ou  l'autre  des  parcours  indiqués 
par  les  lignes  halvsiques  Immédiutemenl  précédente  et  suivante. 


—  rm  — 

C'est  ce  (|iie  ineLlenl  en  reliel"  \cs  /t'u.  f,  S,  (j  el  lo.  Dans 
chacune  de  ces  lii^iires  la  lij^ne  forlc  [)eul  être  j)arcoiinie,  soit 
comme  Tinfliquc  la  ligne  pleine,  soit  comme  l'in(li(|ue  la  ligne 
poinlillce.  On  conlonrne  ainsi  les  on)l)ilics  sans  les  franchir  en 
allrihuant  aux  trajectoires  des  points  saillants  ou  anguleux. 

En  réalité,  les  lignes  halysiques,  étant  des  courbes  algébriques, 
ne  peuvent  présenter  aucun  point  anguleux;  un  ombilic  placé  sur 
une  ligne  de  transition  ne  peut  être  qu'un  point  nodal,  rendant 
possibles  les  parcours  continus,  sans  changements  brusques  de  di- 
rections. 

Reportons -nous,  ])ar  exem[)le  ,  à  la  //i'\  lo  qui  contient 
'.]  points  ÎNI,  2  points  M'  et  ^»  on7l)ilics  sin)ph's.  On  peut  parcourir 
la  ligne  forte  en  partant  de  l'infini  supérieur,  traversant  un  pre- 
mier ombilic,  décrivant  la  boucle  de  droite  en  passant  par  M',  et 
par  M|,  traversant  à  nouveau  le  premier  ombilic,  passant  par  M:i, 
traversant  le  second  ombilic,  décrivant  la  boucle  de  gauche  en 
j)assant  par  i\L  et  M',,  traversant  à  nouveau  le  second  ombilic  et  se 
dirigeant  enfin  vers  l'infini  inférieur.  L'enchaînement  des  deux 
groupes  polaires  principaux  se  fait  ainsi  dans  l'ordre  suivant  : 

M\,     .Ml,     M3,     Mo,     M., 

qui  se  dérobe  aux  lois  générales  précédemment  énoncées.  Il  y  a 
alors  des  pcrlurbalions  occasionnées  par  les  traversées  des  ombi- 
lics (pii  font  passer  les  actions  algébriques  par  des  maxima  ou  des 
niinima.  L'ombilic  supérieur  produit  un  maximum  entre  l'infini 
su[)érieur  et  M',  puis,  d'autre  part,  un  minimum  entre  M,  et  M^; 
l'ombilic  inférieur  produit  un  minimum  entre  M;,  et  M,',  puis, 
d'autre  part,  un  maximum  entre  M!,  et  l'infini  inférieur. 

Reportons-nous  maintenant  à  la  //^■.Ç)  qui  contient  î  points  M, 
M  points  M'  et  1  ond^ilic  double.  Nous  pouvons  la  regarder 
comme  composée  d'une  droite  et  d  une  sorte  île  icniniscate; 
en  parcourant  la  tiroile  de  haut  en  bas,  nous  rencontrons 

M;,      M':,,      M.t; 
en  paicouranl  ensuite  la  iemniscalc  d'un  mouvetncnl  ((inlinu.  avec 
double  traversée  de  rond)ilic,  nous  li()u\()ii> 

M,.    M,.    M,,    m;, 

JNotre  théorème  général  est  donc  applicabi(^    d  une  part,    à   la 
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(I  roi  le  considcTcc  coin  me  hiiiiiclic  iriliiiie,  cl,  (r;iuli'C|);iil  ,;i  hicoiiihc 
à  ho'IkI  ('onsidt'rrc  coinine  un  ovale.  Les  traversées  de  l'oinhilie 
(IouIjIc  n'exercent  aucune  influence  perlurhalrice,  parce  qu'il  ne 
rend  pas  l'action  algébrique  maximum  ou  miniinum. 

Les  perturbations  résultent  de  la  j)résencc  d'ombilics  simples 
ou  d'un  degré  impair  de  multiplicité;  elles  ne  sauj-alenl  résulter  de 
la  présence  d'ombilics  miilti[)les  à  des  degrés  pairs. 

Onihilics-pivols.  —  L'équation  du  degré  i'i p — i) 

(IJ)  V'-Hz.)—V{z)V"(z)  =  o 

(pii  détermine  les  ombilics  est  généralement  satisfaite  par  (■! p  —  i) 
points  tous  étrangers  aux  groupes  polaires  principaux  (  M)  et  (iM'). 
Il  en  est  toujours  ainsi  lorsque  ces  groupes  ne  contiennent  aucun 
point  multiple. 

Si  dans  le  groupe  (M)  n  points  se  trouvaient  condensés  en  un 
seul,  la  coordonnée  "C,  de  ce  point  multiple  serait  9.{n  —  i)  lois  ra- 
cine de  l'équation  (lo),  en  sorte  que  '2{n  —  i)  ombilics  se  réuni- 
raient sur  ce  point.  On  obtiendrait  ainsi  un  ombilic,  d'un  degré 
pair  de  multiplicité,  autour  duquel  pivoteraient  toutes  les  lignes 
halysiques.  Tandis  que  le  passage  d'une  ligne  par  un  ombilic  or- 
dinaire lui  donne  le  caractère  d'une  tigne  de  transition,  il  n'en 
est  pas  de  même  lorsqu'il  s'agit  d'un  ombilic-pivot.  Si  l'on  tra- 
verse cet  ombilic  en  parcourant  un  arc  halysique,  l'action  exercée 
sur  le  mobile  N  ne  passe  ni  par  un  maximum  ni  par  un  minimum, 
puisque  le  degré  de  multiplicité  de  cet  ombilic  est  pair;  il  en 
résulte  que  le  théorème  général  précédemment  énoncé  s'étend  à 
toute  ligne  halysique  qui  passe  par  l'ombilic  neutre,  sans  passer 
par  aucun  ondjilic  proprement  dit. 

Si  la  coïncidence  de  n  points  se  produisait  dans  le  groupe  (M  ), 
la  coordonnée  ^  du  point  de  concentration  serait  (//  —  i)  l'ois  la- 
cine  de  l'équation  (iV),  en  sorte  que  {n —  i)  ombilics  se  réuni- 
raient sur  ce  point.  On  obtiendrait  ainsi  un  ombilic-pivol  d'un 
second  genre,  ombilic  simple  ou  multiple  suivant  cpie  n  est  égal  ou 
supérieur  à  ■>..  Si  n  est  impair,  le  degré  de  multiplicité  de  1  ombilic 
est  pair:  on  peut  alors  raisonner  comme  ci-dessus.  Si  n  est  pair, 
la  Iraversée  de  l'omljilic  par  le  mobile  N  parcourant  \i\\  arc  haly- 
siciue  rend  minimum  laclion  exercée  sar  ce  mobile,  mais  ce  mini- 
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imim  est  égal  à  zéro;  il  en  résulle  que  noire  lliéorènie  général 
reste  encore  apjjiicable. 

En  résumé  :  Le  théorème  général  élahli  par  les  lignes  kaly- 
siqiies  qui  Jie  passent  par  aucun  ombilic  s\ipplique  également 
aux  lignes  Jialysiques  qui  passent  par  des  ombilics-pivots  sans 
passer  par  aucun  ombilic  ordinaire. 

Ueportons-nous,  par  exemple,  à  \aj(g.  3  qui  contient  3  points 
Al  distincts  et  ■■>.  pomls  M'  réunis  donnant  naissance  à  un  ombilic- 
pivot,  sim|)le  et  du  second  genre,  par  lequel  passent  toutes  les 
courbes  liaKsiques.  Le  parcours  de  la  ligne  pleine,  en  allant  de 
rinlini  supérieur  à  Tinlini  inférieur,  donne  rencbainemcnt  nor- 
mal : 

Mo,    M',,    M,,    m;,    M3. 

Le  parcours  de  la  ligne  pointillée  donne  analoguenient 

M,,    M',,    iM,.    m;,    M3. 

Aucune  perturbation  n'est  créée  par  la  traversée  de  l'ombilic 
neutre. 

/^olj-/i6n)es  F(z-)  éi  coefjicients  i-éels.  —  Lorsque  tous  les 
coeKicients  du  polvnôme  F(-:?)  sont  réels,  les  racines  de  l'équa- 
lion 

sont  ou  réelles  ou  imaginaires  conjuguées.  Dans  tous  les  cas,  le 
groupe  polaire  principal  (M)  admet  l'axe  des  x  ])Our  axe  de  symé- 
trie, lien  résulte  que  cet  axe  des  x  lait  partie  de  la  ligne  balysique 
correspondant  aux  aclions  (pii  lui  sont  parallèles.  J^écpialion  de 
cette  ligne 

dy  a  y 

se  (;onq)()se  alors  en  deux  autres,  savoir 
(125)  y  =  <). 

('•(piation  de  Taxe  des  .r,  et 

\  d\       Y  d\ 

(  \Ai\  -    — ,-  -1 —j-  =  o, 

y    dy  y    dy 

éqtialion  algébrique  du  degré  •>.{p  —  il. 


I 
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Il  csl  à  remarquer  (jue,  si  louh-s  les  i-aeiiies  du  polvnùnie 
F(::)  =  X -I- Yy/ — I  sont  réelles,  la  ligne  lialysique  s(!  compose 
exclusivement  de  l'axe  des  x  ;  l'équalion  (i  ;>.())  ne  peut  donc,  dans 
ce  cas,  être  salisf'ailc  par  aucun  système  de  valeurs  réelles  de  a;  et 
de  y\  Nous  savons,  d'autre  pari,  (juaueun  onihilic  ne  peut  alors 
être  situé  sur  l'axe  des  x  ;  1  équatu)n 

a  donc  toutes  ses  racines  imaginaires. 
Soit,  par  exemj)lc. 


nous  trouverons 


X     =  ^^  —  3  xy''-  -\-  px  -\-  q, 
Y      =3  x-y  —  j'-'  +  py, 

M -28,)  ;£pf  =  _6;rr, 

dy 

et  l'équation  fiî'-^))  deviendra 

(  i  if)  )  3  >■♦  -T-  2  (  3  X-  —  o.p  )y^  -\-  3 x''  —  (■) 'j  X  -r-/>-  =  o, 

d'où 

(i3o)  )--  = ^ — -   ±  -  v — 12. px--^  \?>(JX  -\- p-. 

\'A\  ('yalanL  à  z(''io  le  Irinome  placé  sous  le  radical,  on  trouve 

(loi)  X  =z   y^  ±1  \/.|/>* -t- '^.jry^. 

Oans   l'Inpollièse   où    les   trois   racines    de    F  (  ;  )    sont    réelles, 
on  a 

(i3'i  )  4/'''  -^  ''7  7"  <  "< 

le  Iriiuniie  placé  sous  le  radical  a  s(;s  racines  imaginaires  cl  ne  peut 
prendre  cpie  des  valeurs  négatives;  il  est  donc  impossible  de  satis- 
faire' à  réfjualion  (i '•''())  |Hir  aucun  svslèiiie  de  valeurs  réelles  de  x 
et  de  j'. 

Considérons   maintenant  I  équation  aux  ombilics  qui  correspond 
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iui  |)()l\iiôni(>  F(;).  (^ettc  cqiialion  est 

(i33)  3z'' —  6fj:- -i~/)-  =  o. 

Lit  (Icrivro  (le  ccLlc  é([ualion,  soil 

(i34)  ■y,:.'^—r/  =  o. 

n'aNaiil  qu'une  racine  réelle,  l'équation  (i33)  ne  peul  pas  en  avoir 
cllc-inème  plus  de  deux.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
l'existence  de  ces  deux  racines  réelles  est  que  la  sul)slitulion  de 

i/~  à  r  rende  le  [)remier  membre  négatif;  on  devrait  donc 
a\oir 

('35)  J>'~-,/J\/  i<''^ 

soit,  sous  une  aulre  forme, 
(i3())  (4/'')- ■^(^rv-J'- 

Cettc  inégalité  est  incompatible  avec  l'inégalité  (i')^-);  par  con- 
séquent, lorsque  le  |)olynome  {i'i~)  a  ses  trois  racines  réelles, 
l'équation  aux  orubilics  n'a  que  des  racines  imaginaires. 

Ombilics  doubles.  —  Les  coefficients  p  et  rj  étant  su|>|)Osés 
réels,  par  (piellc  relation  doivent-ils  être  liés  pour  <pie  l'équa- 
tion (i.)3)  ait  une  racine  double?  (jclte  relation  est 

(i37)  iAp^)-='{'i-7q-f'-^ 

rond)iiiç  double    correspondant    est    situé   sur  l'axe    des    .r;    son 

.      •  '  /7 

abscisse  est  i  /  --• 

Si/>  est  négatif,  l'équation  (i^y)  é(juivaiit  à 

(  i3.S  )  i  p^  -'■-  277-  =  o; 

ruMibiiic  double  ne  |)eut  donc  élre  placi''  (|uc  sui"  un  point-racine 
di)ui)l(;  (in  pol  viK^me  (1  •',"  ). 

Si  i>  est  positif,  ré(piati(»n  (  '  •7)  <'<|iii\aul  à 

(iJq)  i/;^  =  9.7/72; 

riind)ilii'   d(iiibl(!  cori-cspoiidaiil   csl    toiijmii^   Mir  I  ,i\c  des  ./•;   son 

abscissci/^  est  ('-gale  à  +  1 /^!  s'  <J  ^^^  po^lif  et  à  —{/'^  ^'  7  ^'^^"^ 
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ii<''i;alir.  Or,  en  rdiiiiiiiil    I  ('(iiiiil  ion  ;iii\  omliilics  coircspoinlnnl  an 
|)()lvnoiiic 

(  i4<i  )  ^''{-^ )  —  3-2-  -+- j>- 

on  trouve 

(lin  3:;-  — /)  =  n: 

c'est  donc  sur  une  des  deux  racines  de  celte  équation  que  \ient  se 
placer  I'ornl)dic  doiihle. 

En  résumé  :  Si  un  pulyiiônie  du  troisième  degré  à  coefjicienls 
réels  admet  un  ombilic  double,  cet  ombilic  est  toujours  situé 
su/-  l'axe  des  x,  et  coïncide  soit  ((vec  un  point  raci/ie  double  du 
polynôme  considéré,  soit  avec  un  ombilic  simple  du  polynôme 
dérivé. 

Faisons,  par  exemple,  q  =^  2  ;'considérons  le  polynôme 

(142)  ¥ iz)  =  z^ -\- pz -\-1 

et  faisons  croître  p  depuis  —  x   jusqu'à  -f- a:  . 

Au  début,  les  trois  racines  du  polvnonie  sont  réelles,  ainsi  ciue 
celles  du  polynôme  dt-rivé;  on  trouve  sur  Taxe  des  .r  la  disposi- 
tion 

Ml,     M\.     I\l2,     m;,     m,; 

les  quatre  ombilics  sont  extérieurs  à  l'axe  des  .r;  cet  axe  constitue 
à  lui  seul  la  ligne  haljsique  correspondant  à  sa  direction. 

Les  choses  restent  ainsi  jusqu'à  ce  (jue  j)  devienne  égal  à  —  3  ;  à 
ce  moment  les  deux  points  Mo  et  M^,  se  réunissent  au  jioinl  M'  sur 
lequel  viennent  également  se  réunir  deux  ombilics  u.  et  v. 

Lorsque/?,  toujours  négatif",  diminue  encore  en  valeur  absolue, 
les  deux  points  racines  ]\L,  et  ^l,^  deviennent  extérieurs  à  l'axe 
des  ./•,  tandis  que  les  deux  ombilics  ;a  et  v  se  meuvent  sur  cet  axe, 
l'un  à  gauche  et  laulre  à  droite  du  point  M.,;  la  ligne  haivsique 
correspondant  à  l'axe  des  x  se  compose  et  de  cel  axe  sur  lequel 
on  Irouve  la  disposition 

M,,    m;,    [X,   m;,   v, 

cl  (I  lin  ovale  passant  |iar  l(\s  points 

;/,      Mo.      V,      1M3. 


—  id  — 

Vour  p  =  o,  les  dispositions  générales  restent  les  mêmes,  mais 
il  est  à  noter  que  les  trois  points  M',,  ijl,  M.,  viennent  se  réunir  sur 
l'origine  des  coordonnées;  là  viennent  se  réunir  également  les 
deux  ombilics  'j.'  et  ■/  du  polvnôme  dérivé  F'(:;),  lesquels  étaient 
|)récédcmmeDt  extérieurs  à  l'axe  des  x;  à  noter  aussi  que  l'ovale 
présente,  à  l'origine  des  coordonnées,  quatre  points  communs 
avec  sa  tangente  (Jig.  i  i). 


I-'is. 


^^  -^  ^"^^ 

X    \      ;" 

M^-'' 

m;  m;       ! 

V 

u.'  0    a  V     1 

^^              \              I 

Lorsque  p  devient  positif  et  continue  à  croître,  la   iorine  de 
l'ovale  tend  vers  celle  d'un  S.  On  trouve  sur  l'axe  des  x 


et  sur  l'ovale 


Mi,     XX 


y\\ 


M,,    V,    Mî,    m; 


J^es  choses  restent  ainsi  (à  cela  près  cju'une  interversion  des 
points  M,  et  ul' ne  tarde  pas  à  se  produire),  jusqu'à  ce  que/?  de- 
vienne égal  à  3.  A  ce  moment,  les  deux  ombilics  ij.  et  v  se  réunis- 
sent sur  v',  de  manière  à  former  un  ombilic  double  ;  nous  obtenons 
ainsi  la  //j?.  \:>.. 

Lorsque  p  continue  à  croître  jusqu'à  l'infini,  les  deux  ombilics 
'i.  et  V  sont  toujours  extérieurs  à  l'axe  des  x.  La  ligne  halvsiqucse 
compose  de  trois  parties,  savoir  l'axe  des  x  contenant 

M,.      'Ji'.      v'. 


un  ovale  supciieur  contenant 


M.,. 


—  (i;j  — 

cl  un  ()v;ilc  iii('<'ri(Mir,  syiiK-l  riqiic  du  piiMcdcnl .  (îohUmkimI 

m;,     Ma. 

Fie.   12. 


]'■ 

^ 

^ 

^'1 

v-'l 

M, 

0 

^k\ 

On  voit,  par  les  //'g.  i  i  cl  i  ^,  (|iic  les  modes  d'influence  d'un 
ombilic  double  sont  diiréieuts  suivonl  ffu'il  se  produit  soit  sur 
une  racine,  soll  sur  un  ombihc  du  |)()lvnùmc  dérivé  F'(^).  Dans  le 
premier  cas,  l'ombilic  double  est  un  point  isolé  de  la  ligne  lialy- 
sique,  compagne  de  l'axe  des  x  ;dans  le  second  cas,  l'ombilic  double 
est  un  point  nodal  de  cette  ligne. 

Polir  un  polynôme  F(^),  à  coefficients  réels,  d'un  degré  quel- 
conque, les  valeurs  de  z  qui  peuvent  correspondre  à  des  om- 
bilics doubles  doivent  cire  racines  communes  aux  deux  équa- 
tions 

F'2     _  FF"  =  o, 

F'F"  — FF"'  =  o. 


(113) 


Ce  système  érpiivaul,  suivant  les  cas,  à  l'un  des  siii\ants  : 
li4i) 


(  1 4(i 


F 

= 

F' 

= 

o. 

F' 

= 

F" 

= 

F' 

F' 
F 

= 

F" 
F' 

= 

F 

V 

11  en  résulte  qu'un  omi)ilic  double  peut  se  |)Iacer  : 
"  Soit  sur  un  point  racine  double  de  F(::), 


lii 


i>,"  Soit  sur  nu  [loiiil  iMcinc  triple  de  F'(  c-), 
.'V'  Soit  sur  tiii  oinhilic  sini|)!c  de  l'"'(^V 
Posons 

Nous  aurons  itlenliquenienl 

X   — .      .\     -f-  H  .r    -^   C  (    .r-  —  j-^  )  -f-  .  .  .  , 


(i48; 


.y 

f       d\ 


I!     -^-9.C.r-i-  D  (i.r-  — r-i 


2  G  —  (>  D.r  —  ',Ki  :î  r^  —  T-î  : 


-;—  —       15     -+-  9.  C  .r  -H  "j  I  )  (    .r-  —  y-  )-h  .  .  .  . 
(Iv 

L'équaliou  de  la  courbe  halysifjue  sera,  j)ar  conséquent. 


(i49)      ■    -v.A(, 


-î- 

>,HC 

.r-^   y.  C- 

.r'^-l-  ■>.('.- 

— 

•)AD 

— i.>Al.; 

-4A1-: 

—  4HD 

r-  -h  . . .  =  o 


S'il  existe  un  ombilic  double  sur  l'axe  des  .r,  nous  pourrons 
prendre  sur  ce  point  l'origine  des  coordonnées;  nous  aurons 
alors 

j  B2  =  aAC, 
BC  =  3  AD. 


(  1 5o  ) 


i"  Si  l'ombilic  double  est  une  racine  double  du  |>olvm'ime  F(3), 
on  a 

(i5i)  A  =  P,  =  o. 

en  sorte  (|ue  l'c'îqualion  (  \  \\))  se  réduit  à 

(  I  ')x  )  ■'.  <  --  (  ./•-  --  .1'- 1  -4-  . .  .  =  i>  : 

l'ondiilic  doid)le  est  donc  un  ]>oint  l'soli';  de  la  courbe  lialvsi(|ue. 
•i"  Si  rond)ili("  double  est  une  racine  Iriple  du  polvnome  dérivé 

F'(c),  ona 

(|-,3)  H  =  Cr^I):-^0, 

eu  soric   (pu-  iiMpialion  (i.V>.)se   ri'duil  à 

(  104  '  i  ^  '••  y- —  3  r-)  -;-...  =  (t. 


—  <).')  — 

l'(iiiil)ilii'  (l(iiil)lc  osl ,  |);ii-  {(tiiscMiiicnt,  un  />'>////  /iiu/r//  de  \:\  rowiln- 
liai  vsi(|ii(>. 

.')"  iMiliii,  si  r«)inl)ilic  doiihlc    considéré   esl  un    oniijilic  simple 
(lu  polynôme  dérivé  l''(^)'  "^'^  aura,  d'après  les  relations  (i5o), 

A        il)        I   C 

fi  r('(!uali()n  (  i  \())  dcvi(;ndia 


rouil)ilic  douille  sera  donc  rncore,  dans  ce  cas,  un  poiiil  nodal  àc 
la  courbe  liai vsiquc. 

l^n  résumé'  :  Lorsrm'un  polynôme  F(2)  à  copf/icietUs  réels 
donne  naissanee  à  un  ombilic  double  placé  sur  l'axe  des  x^  cet 
ombilic  coïncide  nécessairement  soit  avec  un  point-racine 
double  du  polynôme,  soit  avec  un  point-racine  triple  du  poly- 
nôme dérivé,  soi/  avec  un  ombilic  simple  du  polynôme  dérivé. 
Cet  ombilic  double  est,  dans  le  premier  cas,  un  poiat  isoi.k  et, 
dans  les  deux  derniers  cas,  un  point  kodal  delà  courbe  hcdy- 
supie,  compagtw  de  l'axe  des  x. 

Formules  relatives  au  potentiel.  —  Reprenons  la  formule 

(\)  F(^)  =  x--Yv/=rT  =  Re>Jv^, 

et  désignons  par 

(iSy)  '!>  =  lot;  nép.  \\  -i-  const. 

le  polenliel  de    l'aclion    algébrique  du  groupe  des  points-racines 
(M)  sur  le  point  (piclconque  N. 
Nous  aurons 

^  _  ^  d\\ 

dx         R    dx 

d^  __   I    dK 

~dP  -R   dj 


(i58) 


et 


(  1 5ç)  ) 


f/i*  1    /dR\-^        i    dm 


a-'v  _  i  /  at\  \-  I  rt-'  Il 
\  ~dF^  ~~"^-\cLf)  '^~  \\  dx^- 
I  d'-  'I' \_  /d  W    '-        I    d'-  R 


WII. 


—  6(i  — 
Ces  dcrnirros  (ormulos  donncnl 


(ifio 


dx-         dy'^ 


H^ 


\  dx 


d\\\^ 

V  dy , 


'~  R  \dx'  '^  W) 


La  relation  (a/j) 

(9-4) 

donne,  d'antre  part, 

\ 

(  1  ()  I  ) 


l\i  =  \2  ^  Y2 


„  d\{       ^,  d\       ^,  d\ 
R  -7-  =  \  -7-  -h  1  -7- 

(Ir  (Ix  ilx 

,.  dR  _      d\  rrV 

dy  ~  '     dy  ^      dy 


d\)ù,  en  tenant  eompte  des  lormnles  ('A\) 


d\  _       d\ 

dx             dy 

dX  _        d\ 

dy  ~        dx 

on  déduit 

(iG-î) 

/dRy      /^^r^y      /d\ 

\dx)    ^  \dy)    ~  \dx 

~dx) 

En  prenant  les  di'-rivées  par  rapport  à  x  et  par  rapport  à  }'  des 
(onnules  (lOi),  on  tronve 


003 


^  \ 


r/2V 


^  V/x/  "^      7Z7^  ~  \Jix)  ^      f/^.-2  -^  [-fj^)    '      dx^ 

On  déduit,  d'ailleurs,  des  relations  (a6) 

/  d^  _  j/2Y 
0(54) 


~dy'' 
d^\ 

dv^  ' 


\  dx'^         dx  dy 
Les  formides  (  lOa),  (  lO^i  )  et  (i()4  )  donnent 


,    /r/2K       ./n{\         /./Xy       /r/V\ 


Les  é(juations  (  ido),  (i<>2)  et  (i(J:V)  doimcnl  eidiii 

OGG)  -7—,  H-  -7-r  =  o. 

dx^         dy- 


-  G7  - 

Assiniihil nui  «les  i>(>i nls-racincs  à  dc.sîdi'clrudcs.  — (^îIIc  pro- 
priélcdii  |)()lc!iilicl  <1>  conduit  à  une  curieuse  cons<'qiience. 

Assimilons  les  poinls-racines  M  à  des  électrodes  (posiiiv(;s,  par 
exemple),  déversant  toutes  la  même  quantité  d'électricité  sur  le 
plan  considéré  comme  une  plaque  conductrice  indéfinie.  Le  poten- 
tiel électrique  en  \\n  point  quelconque  N  de  la  plaque  sera  une 
fonction  linéaire  du  potentiel  analytique  <I>  ci-dessus  d(-fini.  Les 
courbes  c(/uipo(('ntiellcs  s'identifieront,  par  consc'-cjucnt,  nv(;c  les 
courbes  de  niveau  dont  ré(|ualion  générale,  algéhricjue  et  du  degré 
2/;,  est 

(9)  X^-i- Y2  =:  consl. 

Ces  courbes  sont,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  des 
cassinoïdes  ayant  pour  fojers  les  points-racines  M.  On  pourrait 
tracer  ces  cassinoïdes  sur  la  plaque  conductrice  en  employant, 
comme  l'a  lait  M,  RirclihofF,  deux  fils  reliés  à  un  galvanomètre, 
la  pointe  de  l'un  étant  maintenue  fixe  sur  un  point  de  la  plaque, 
tandis  que  l'on  déplacerait  la  pointe  de  l'autre,  de  manière  à  n'avoir 
pas  de  déviation. 

Les  points  nodaux  que  peuvent  présenter  certaines  cassinoïdes 
sont  déterminés  par  le  système  d'équations  simultanées 


(i<'>7) 


auxquelles,  en  xcitu  des  ('([ualions  (26),  on  peut  subsliluef  le  sui- 
\ant  : 


(i(')X; 


d.r 

..  dX 
f-\    -7-  =0, 
dx 

d\ 
dy  " 

^d\ 

,.  d\       ,.  d\ 

\  -i-  ^\   -—  = 

—  (>. 

d.r             dx 

fl\        ,.  d\ 


\ \  -y-  =  o. 

'  d.r  il.r 


Mulli|)lions  la  seconde  équation   par  \  —  i  et  retranebons-la  de  la 
première;  nous  trouverons 

/v        V   / \ld\        '/V    . \ 

équation    qui    équivaut    au    système    (167).    Elle    se    décompose 


X 

—  Y 

/• 

clr 

-^ 

flr 

/■ 

—  08 
il 'il  il  leurs  en  deux  aiilros.  Savoie 

(170) 
('7'» 

L'('(Hialion  (170)  équivaut  à 

I'^  ù-  )  -  o 

et  représente  le  groupe  (JM);  ces  points-racines,  considérés  comme 
des  cercles  de  rayon  infiniment  petits,  constituent  la  cassinoïde 
parliciilière  dont  I  (Muiation  est 

X2-f-   Y2   ^O. 

lj'éc|iiati()ii   (  I  -  1)  ('(|nivant  à 

F'(ô)  =  o 

et  représente  le  groupe  (M').  Par  conséquent  :  Les  points  nod  aux 
des  courbes  équipotcntielles  coïncident  aK'cc  les  points-racines 
de  la  dérivée  du  polynôme  F(-). 

Il  résulte  de  cette  observation  que  les  traci's  des  lignes  équi- 
polenticlles  peuvent  servira  la  (N'terminallon  des  points-racines  du 
polynôme  dérivf'  F'(3)  lorsque  l'on  connaît  les  points-racines  du 
polynôme  primitif  F  (  z). 

Il  est  à  rcmarfpjcr  que  la  cassinoïde  représentée  par  l'équation 
générale 
(f)  )  \2  -f-  Y2  =  cniist . 

tend  ra[)idcn)ent,  lorsque  l'on  lait  croître  la  constante,  vers  une 
grande  circonférence  ayant  son  centre  au  centre  des  moyennes 
distances  des  points-racines  M.  Si  l'on  décrit  autour  de  ce  point 
comme  centre  une  circonférence  d'un  rayon  suffisant  pour  cir- 
conscrire tous  les  points  !M,  on  pourra  limiter  la  |)laque  indiWi- 
nie  à  une  autre  circonférence  de  même  cenlic,  mais  d'un  rayon 
beaucoup  plus  grand,  qui  pourra,  sans  erreur  sensible,  être  regar- 
dée comme  une  courbe  équipotcnlicllr. 

Les  ('-Icctrodes  positives  ('lant  données  par  les  extrt'-mité's  de  fils 
conducteurs  aboutissant  au  poiiil  M,  <>n  piendra  pour  ('-lectrode 
négative  un  anneau  métallicpic,  diin  raxoii  ('-gai  à  celui  de  la  plarpie 
conduclrice  et   se   jiixlaposant    à    son   conto<ir.   (iomme    tous   les 


1 


—  (i!t  — 

points  .M'  tloixLMjL  èlre  à  I  iiili'-riciir  de  ht  pt-Lilc  cÀvcoMlt-ifiicc  (|iii 
L-nluiiie  le  groupe  (M),  il  siiffii'a,  pour  la  recherche  de  ces  poinls 
M',  de  tracer  les  arcs  des  courbes  équipotciitielies  rpii  se  trouvent 
compris  dans  cette  circonférence. 

Si  donc  on  connaît  les  points-racines  d  un  pol  vnôme  F(:;),  rcin- 
ploi  des  courants  vollaïques  permet  d'obtenir  sans  cairuls  les 
points  racines  du  polynôme  dérivé  F'(z). 

(  l'Y-viit'i-  i«SS.) 


Egalili's  à  deux  degrés  (');    par  M.   ^hcn^:L  Fr.oj.ov. 

Le  l)ut  unique  de  la  Science,  c'est  l'Iionncur 
de  l'esprit  humain,  cl,  sous  ce  litre,  une 
question  des  nomI)res  vaut  aiitcint  (|u'une 
([uestion  du  syslcmc  du  monde. 

Jacobi  à  I^i;gi:ndhk. 

I.  Définitions.  —  Etant  donnés  deux  ou  j)lusieurs  groupes 
d  un  même  nombre  de  termes,  tels  qu'en  prenant  les  termes  de 
chaque  groupe  non  seulement  au  premier,  mais  aussi  au  second 
degré,  on  obtient,  dans  les  deux,  cas,  des  sommes  égales  pour 
tous  les  groupes,  nous  dirons  que  ces  groupes  forment  une  éga- 
lité à  deux  degrés. 

Ainsi,  lorsqu'il  v  a  simultanément 

(  l)    «1  -i-  «2  -T-   .  .  .    -f-  rt„   =  6]   -i-  6.2  -f-    .  .  .    -t-  ^„   =  Cl   -î-  Cï  -I-  .  .  .    -i-  C„   =   .  .  . 
OU 

et 

( -i.)    a\  -^-  al  -r-  .  . .  -~  al  =  lj\  ^  bl  -^  .  .  .  -^  b%  =  c\  H-  c|  -f-  .  .  .  c,^  =  .  . . 
ou 

ou  a   une  égalité   à   deux  degrés  que  nous  représenterons   par   la 


(')  Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  le  iç)  novembre  i88<S. 
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iioliil  loii  al)i(''<j;ôc 

nta,  .  .  .  a„  ^  /v,  }u_  .  .  .  h,i   \^  r,  c,  .  .  .  c„  ^  •  •  •  ■ 
on 

-  ^'  ±  -  /'  ±  -  '■ 

Les  égiiliLc.s  Je  cctle  espèce  donneiiL  lieu  i"i  des   prncéilés  parli- 
ciiliers. 

l'examinons    I(>   ras  le  pins  .sini[)le,  (fini   où    l'on    n  a   (jne   deux 
i^roupcs  ('i:anx. 

(ix  (1-1  .  .  .  n',,  i  Al  Ao  .  .  .   \„- 

il  esL  évident  que  les  dillérences  des  lermes  coricspiindanls 

Al  —  r^i  =  r/, .  A  >  —  a-i  =  d.,.  ....  A„  —  a,,  =  d„ 

doivent  satisfaire  aux  rcpialions 

/  <■/,  --  r/.,  -1-  .  .  .  -^  d„  =  ï  r/  =  <i 
(1)'  et 

'  ■i.iciidx  -i-a-ydi-^  .  .  .  -hct/id,,  )-h  d'I-^d]  -h  ...  ^  d;,  —•x'^Lad^'Zd-  —  o. 

(jes   (Mpiations  (îxpninenl    li-s    conditions    londanienlales    de    la 
(picslu)n. 

Par  ex(îm[)le,  étant  données  les  ('i;alilés 

I  +  1 0  -1-  7,G  -4-  3 1  =  fi  -(-  I  I  --  ■>.  I  -;-  36  =  74 
et 

1  -2  _i_   I  (Ji  _!_  .;,/,2  _(_  3  I  2  =  c,:!   _+_   I  I  J  ^^  .,  ,  2  352  _    |  ^^^^  J  ^ 

nous  les  expi'inierons  plus  simplement 

I  ,    i().    .?,(),    3i  JL  ('),    I  I  ,    ■>.  I  ,    3(). 
ICn  prenant  les  dillé-rences 
r>  —  I  —  -4-  .«i .  ,  I  —  I  C)  —  —  T) ,  •  I  —  1  (;  —  —  ■).         3(5  _  3 1  —  -i-  ", . 


^.'Lk  d  -\-  d-  =  f^  \  >:.  [  -\-  '>)  —  I  ()  X  (  —  ■)  )  -I-  nC)  X  (  —  5  )  —  3  I  X  (  -!-  5  )  | 

-4-(-i-  3  1-  -f-(—  )  )2  +  (—5)2-4-  (-h  5  )2  =  o. 

I^C-s  égalités  à  deux  degrés  possèdent  plusieurs  propriétés  que 
nous  cxposeron.s  dans  les  théorèmes  suivants. 
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2.  TiiKonkAiF.  l.  —  On  peut  augmenter  ou  diminuer  de  la 
mânie  <juanlilé  lous  les  termes  d^une  é'^alité. 

Ce  lliéorème  a  lien  pour  les  égaillés  à  plusieurs  degrés  consécu- 
tifs. Soit 

11  suffit  de  démontrer  ce  théorème  relativement  à  l'exposant 
général  /  . 

En  ajoutant  une  quantité  quelconque  li  à  tous  les  ternies  de  la 
dernière  égalité,  on  aura 

•i  2X3  ' 

i:  (  A  ±  /<  )/•  =  :s  A/'-  ±  kh  s  A/'- 1 

:i  2X3 

Les  seconds  membres  de  ces  deux  égalités  étant  égaux,  terme  à 
terme,  il  en  résulte 

Z  ( rt  ±  //  )/'■  =  S (  A ±:  A /•■,      ^ (« di  A  )2  =  V  (A  ±  A )^       :i:  ( «  ±  A  )  =  :i:  (A  ±:  A). 

Donc  on  a 

i:(a±  A)  JLi:(A±  A), 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Par  exemple,  en  ajoutant  3  à  tous  les  termes  de  l'égalité 

',  4,  6,  7  X  '•^■,  3,  5,  8, 
on  aura 

4,   7,   9,    lo  ±  5,   0,  8,    ii; 

en  retranchant  i   de  tous  les  termes  de  cette  dernière  égalité,  on 
aura 

3 ,   <> ,   8 ,   9  JL  4  ,    > ,   7  >    '  "  • 

3.  Théorème  11.  —  On  peut  retrancher  d^ine  même  quantité 
tous  les  termes  d  'une  égalité. 

Ce  théorème,  qui  permet  de  remplacer  tous  les  termes  d'une, 
égalité  par  les  termes  complémentaires,  se  démontre  tout  aussi 
aisément.  En  effet,  étant  donnée  Srt^i]A,  on  aura,  en  reIran- 
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clianl  Ions  les  Icrmes  (111110  (|ii;inlil('' />, 
i:  (  p  —a  )''  =  !>''  —  kp'"  ^  X  a 


/»''-■- 1  a-  —  7, p''  ~^  1  «■ 


i( /j  —  A  )/■  =  //■  —  / //•  - '  :î:  A 

■2.  X  :{ 


p''  -- 1  A-  — /)''- 3 1  A* 


Il  en  résulle 
i: ( />  —  rt  )/•  =  ï  1  />  —  A )'• .       s ( />  —  rt  .2  =  X ( /^  —  A )-î.       ï (p  —  ^/  )  =  ï ( /j  —A  I, 

donc 

^i  p  —  a  }  ^(  p  —  A  ) . 

l*ar  oxenijjle,  en  rctranchani  de  '->■>,  les  lernies  de  régaliU' 

I  ,     '3  ,      I  O  ,     2()  ^  2  ,     4  )     7  )     '^  '  ' 

on  olil  lent 

,  21  ■     m.     12.     2     I    20,     l8.      I  ")  ,     I  . 

i.  Théoiîkmi-:  m.  —  0/1  peut  in idliplicr  ou  r/ii'iscr  pdf  la 
nif'nic  ijuantih'  tous  les  tei-nies  diiur  rgalilé. 

Par  exemple,   en  niullipliaiil  pai"   ',  les  lernies  de  régalilé 

3,    i:3,    i8  JL  6,   I),    'i  , 
on  a 

('),    ■)(),   3()  ^  r>,    iS,    \>.\ 

en  divisant  celle  dernière  par  3,  on  ohlieni 

2,    lO,    12  i   I,    (5,    I  i- 

(le  lliéoiènie  se  démonlre  coinnie  les  deii\  pn'eédenls  A  I  aide 
des  Irois  lliéorènies  rpie  nons  venons  d'exposer,  on  penl  déduire 
d'une  seule  éj;alilé  ])eaueou|)  d'autres  conlenant  le  même  nondire 
de  lermes. 

5.  Ïhéorèmk  1\  .  —  On  priil  f(iii<'  l'atlflillnn  de  dcii.r  ou  plu- 
sieurs (''galilrs. 

Ce  théorème,  dont  la  vérilé  se  voil  immédialemenl  cl  qui  per- 
met de  passer  des  éi;alités  données  à  des  éj^alité.s  nouvelles  conlc- 
nanl    un   nombre   de    termes    |dus    éle\(',    peut    être    ,ippli(|iié    de 


diUéronles  muni»";ies,  soil  en  addil  i<tniianl  si-parriiiciil  les  premiers 
el  les  seconds  i;r()ii|)('3,  . soil  en  iniiisposaiilles  j;roii|)es  de  (piehpies 
(''i;aliu''s. 

I*ai'  exemple,  on   peut  faire  l'addition  de  deux  (\qalilés 

1,1,     '> ,     7  i     ■'•  >     J ,      '  1     ^  ' 
<J .    '  ' ,    '  i  i  "J ,    "  1    '  ^ 
de  deux  manières  el  l'on  <tl)li(Mit  deux  éf^alités  de  sepl  termes 

I,     4^     *>!     7i        *,))      '^1     '  î  «L  *:     3,      ■),     S,      lô,     fl,      1). 

I ,    î ,   (> ,   7 ,    I  () ,    II,    1  >  J.  '-i ,    ^ .   5 ,   8 ,     () ,    1 3  ,    I  i . 

().  Égalités  semblables.  —  ISoiis  dirons  qno  les  é^aiilés  avani, 
le  même  nombre  de  termes  sont  semblables,  si  les  différences  des 
termes  correspondants,  dont  nous  avons  parlé  dans  le  §  1,  sont 
proportionnelles  les  unes  aux  autres. 

Ainsi  les  deux  éi;alit(''s 

rti  «2 «-7:,  .  .  .  a„  J_  Al  A.>  A3  . . .  A„ 
el 

b,hJ>,   ..  .  h„    I    niH,l!,i  ..  .    I5„ 

sont  semblables  si  l'on  a 

15,  —  />,  _  \\,  —  h.   __  B3  —  6:{  _  _  B„  —  b„ 

A,—  «i^^Ao  —  «2  A:3  —  «3  '"'  \,i  —  b,i 

Par  exemple,  les  éi;alilés 

î,    'ri,    36,  ^  iii,    i(),    4i  t^'  7)    '^J;    î-*  X  '4;    ■'•,    i!) 

sont  semblables,  puisque  l'on  a 

I  I  —  7        ».  I  —  i  >       4<)  —  4-* 
12  —  4        •*> — 3-i       44  —  36 

On  déduit  de  celte  définition  le  théorème  suivant  : 

7.  TiiKoiiLMi-:  V.  —  On  peut  addilionncr  les  teiDies  corrcspon- 
doitls  (les  rgalilrs  scnihhihles . 

Par  exemple,  en  additionnant  les  termes  des  égalil('s  semblables 

':      i-     '^:     7   JL   2;      >  •      ">  )     ^       f'         •;     8,      II,     I   i   JL    ^  >     '' )     ■' î      ' '' : 

on  a 

a,    \:>..    17,   '-«I  i  5,   r),    14,   'i-\- 


—  1%  — 

llRMAnQUE. —  /i/i  nnillifilianl  les  termes  (r une  égalité  par  1rs 
lernws  correspondanLs  d'une  autre  (/ui  lui  est  semblable,  les 
so/nmes  des  produits  seront  égcdes. 

Par  exemple,  en  appliquant  celle  oj)éralion  aux  deux,  égaillés 
>,    t,  <>,   7i^-:   ^>    "*>  '"^     ''^     ■'   '"^i    "j    'iA'î,  6,  9,    i6, 
on  aura 

I  X  I  -h  4  X  8  H-  (■)  X  I  r  -T-  7  X  I  i  =  ■>.  X  3  -4-  3  X  6  -I-  5  X  ()  H-  H  X  I G  =  I  (J7 . 
C^elle  propriélé  se  démon  Ire  aisément. 

8.  TnitoiiÈME  VI.  —  On  peut  ajouter  aux  termes  des  deux 
groupes  d'une  égalité  une  suite  de  quantités  déterminées  au- 
tant de  fois  que  l'on  voudra. 

Soit 

«1  a^cin  .  .  .  a,i  _L  '^i  ^2  Vî  •  •  •  A,j. 

En    ajoutant  aux  termes  des  deux  groupes  les  quanlilés  r,,  r.,-, 
/■:i,   .  .  . ,  /',n  on  aura 

(  r/i  -4-  /'i  ) ,      1  «2  -i-  /-o  ) ,       ....      I  (1,1  -^  r„  ) 
J,(  A,-f- /'i  ).     CA,-!- /'o  ),     ....     (A„ -+-/•„). 

Pour  satisfaire  aux  conditions  fondamentales  exprimées  par  les 
('■qualions  (\).  on  doil  avoir 

<  A 1  —  «1  ) /•,  -+-  (  Aj  —  «2  ) ''-2  -T-  .  . .  -T-  (  A„  —  a„  ) r,;  =  i: (  A  —  cM  /•  =  o, 

ou,  en  reprenant  la  notation  du  >:;  1, 

(  1 1  )  (Il  /'i  ~  r/o /•2  —  •  •  •  -+-  d;i  l'n  =  y^dr  =  o. 

Celle  équation  sert  à  déterminer  les  rpiantités  additionnelles  /•. 
I\ir  exemple,  l'égal iti- 

I .    ". ,  (■)  X  ■>.  ,3,7 
donne  les  difTi'rences 

r/|  —  9.  —  I  —  ^  1 .         1^/2  —  3  —  ;>  =  —  'i,  (■/,■,  —  7  —  (î  —  -i-  I . 

I)f>nc  on  a 

r-i  —  Mi  —  /■,. 

\'M  posant/)  =  n,  nous  trouvons 

r,  =  V./-2. 
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Ainsi,    on    pciil     |U('ii(iic    imc    des    suites   additiormcllfs   o,    i,    ■>.; 
(),  ■>,   'î  ;  o,  ,),  (i;   ....    I''ii    nous  sorvaiiL  <1(;    la    suilc  o,   i.  a   cl  en 
rajdiilanl  sncccssiveinc^nl,  nous  aurons 

!,(■),   .S^>,    i,   9;      I,   7,    ioJ_>,    '■>,    m:      (,   S,    riX'-^j   ^>-    ''^"      •••• 

I  ,    ■) ,   8 ,    1 4  i  •' ,    i ,    î ,    I  ■'> 
donne  les  dillcrences 

r/l   —  H-   I  .  ^/,   —  ^~  I  ,  '/:!  =  —  3,  /•/.,  =  —  I  . 

Donc 

/•i  =  3/-:i  —(/•:  +  /•.2). 

En  faisant  y,  =  o,  on  aura 

r'\  =  3  /'s  —  /■.? . 

Ainsi    Ton    peut    clioisir  entre    les   snit(!s   o,  o,  i,  .5;    o,   i,  i,  2; 
o,  I,  >.,  .V,  ....  En  clioisissant  la  snile  (1,0,  1  ,  •>,  nous  ohlicndrons 

1 ,  3 ,  9 ,   1 7  i  '-4 ,  4 ,  *' ,  I  !^  ■-       I ,   > ,  10,  vio  ^  9, ,  4 ,  7 1  '^' '  ;       •  •  •  • 

9.  Pfcinière  méthode,  de  la  formation  des  égalités.  —  On 
piendra  des  nombres  c[nelconf|ucs;  on  formera  une  identité  en  les 
disposant  dans  denx  ordres  différcnls  ;  après  avoir  drterminé  les 
sniles  additionnelles,  au  moyen  de  l'équation  (II),  on  les  ajoutera 
aux  deux  membres  de  l'identité  jusqu'à  ce  que  tous  les  termes 
])rennentdes  valeurs  difierentes. 

Commençons  par  les  égalités  les  plus  simples,  celles  qui  ne  con- 
tiennent que  deux  groupes  de  trois  termes. 

Dans  ce  cas,  on  peut  composer  l'idenlilé  d'après  l'une  des  deux 
formes 

(  I  )  «I  (7.2  (7,.j   ^   'T-î  <^1  (li 

et 

(  ■>.  )  n  1  a-^rt  :    i    g. ,0-^0, . 

En  posant /"i  =  o.  ou  liror.i  de  récpialion  (  1 1  ).  pour  la  première 
forme, 

(1.,  —  a. 


el  pour  la  seconde, 


r.i  =  — 


Prenons  ridenliu'-  i  ,  3,  2  1^,1,  .>  composée  d'après  la  première 
forme.  I^a  formule  correspondanle  donne  /"a  =  a/^;  donc  on  pcul 
se  servir  de  la  siiile  o,  i,  •>,,  (pic  nous  avons  déjà  cmplovée  dans 
le  §8, 

I  ,  3 ,    .>.  ^  .>. ,    1,3 
-^  () ,    I ,   •'.  -(-  () ,    I ,  -2 


M-    () ,     l  ,    2    -f-    0 ,     1,2 


1 ,    5 ,    6  i  a ,    3 ,    7 

C'est  la  première  égalité  obtenue  |)ar  ce  procédé  qui  soit  com- 
posée de  nondjros  difTérents.  En  continuant  l'addition,  on  obtient 
successivement 

1 ,  (),   8^.;.,    1,   ():     1,   7,    i<»^>. ,    j,    ii;      i.   H,    i-jj^-i,  (i,  i3:     .... 

Etant  appliqué  aux  identités 

3  5   ^  !    '  i  5 ,    1 ,   3         ol         4  ,   7 ,    I  i  7  ;    "  7    'i , 

ce  procédé  donne  des  égalités 

'  ,  8,  y  J.  3,    i,    II         .1         I,    II,    i>.  ±  1,    j,   i"), 

semblables  aux  précédentes,  el,  par  consi-qucnl,  on  [)eut  addition- 
ner leurs  termes  correspondants. 
I^n  ajoutant  aii\  identités 

' ,  4 ,   3  J_  3 ,    I ,    î  :         1 ,  4 ,   .».  i  .> ,    1 ,  4  : 
I.   ('),  4i4i    'i  '•;         '  )  *';    »  J,  3,    I ,  (i 

respectivement  les  suites  o,    i,  .5;  o,   'i,    >;  o,   a,  .')  cl  o,  3,  ;),  on 
trouve  dcségaliu's 

1,     7,    i.i  JL  3,    i,    i3;         I,    lo,    11^'^-,   7,    r5; 
I,    H),    iii4)    ';    ''•'         ')    ''^i    '  3  JL  3 ,  7,    iG; 

rnii  ne  sont  semblables  ni  aux  jirécédentes,  ni  entre  elles. 
En  passant  aux  <'galités  de  quatre  termes,  prenons  l'identité 

1  .    1 ,    J». ,   3  ^  '2 ,   3 ,    I  ,    i . 

On  peut  lui  appliipicr  les  suites  o,  o.  i,   i;  o,  i.  i,  *:  o.  i.  ■>..    >  : 


(),    1,3,    i  ;   ...    (lt''tcriniii('-cs  à   l'aide  de  r('(|ii;il  ion   (II),   l'.ii   se  scr- 
viiiil   «le  l;i   pn-iiiirrc  siiilc,  on  olilicnl 

I  ,    .j,   r.,   7  J_  •>.,    3,    5,   .S;  I  ,    i ,   7,    8  J_ '2,    3,   (),   9;  

L'idoiililé  de  cln([  leiines 

I  ,    1 ,   3 ,    '),   •'.  X  3  ,  j ,   -2,    I  ,   4 

protliiil,  ;ni  iir))cii  de  la  suite  o,  o,  2,  ,),  7,  les  éj^alilés 

i ,    .1 ,     9 ,    1  i ,  23  J,  3 ,    :> ,     8 ,    I o ,   2> ; 
I,    i,    II,    17,   3o  JL  3,    '),    10,    i3,    32; 


10.  Deiuiciue  nirlltode  de  hi  Joniuition  des  éf^dlilrs.  —  Nous 
avons  déjà  dil  dans  le  n"  o  que  Ton  peut  passer  des  éji^alilés  données 
à  des  égalités  nouvelles  contenant  un  plus  grand  noniln'e  de  termes, 
lui  se  servant  dune  seule  égalité,  on  peut  en  déduire  d'autres  dont 
le  nombre  est  de  deux  ou  de  plusieurs  fois  plus  élevé.  Par  exemple, 
en  prenant  régalili'  de  trois  termes 

',    ^,   <>i.^,   •!,   7 

et   en    ajoutant   à   ses  l(;rnies  le  nombre  -  é-gal  au   |)lus  élevé  des 
termes,  nous  obtiendrons,  en  additionnant  la  nouvelle  ('-galilé 

8,    12,    i3^9,    10,    14, 

et  l'égalitc'  primordiale  de  deux  manières  indiquées  au  n"  5,  deux 
('■gai  i  tés  de  six  termes 

I,   j,  G,   8,    12,    i3^  2,   3,   7,   9,    10,    14: 
I  ,    J,   '■',   <),    'O,    14  i'-i,   3,   7,   8,    12,    i3. 

En  augmentant  de  i /j  les  termes  de  l'égalité-  primordiale  et  en 
ajoutant  la  nouvelle  égalili- 

1  '( ,  19,  20  J_  I  r» ,  17,  ?.  I 

aux  précédentes  ('gaiement  de  deux    manières,  nous  obtiendrons 
(juatre  égalitc's  de  neul"  termes  : 

I,  ),  0,  8,  iv>,  i3,  i3,  19,  '.0^2,  3,  7,  9,  10,  11,  iC),  17,  21, 

I  ,  ,") ,  (j ,  8 ,  I  ■> ,  I  > ,  1 1) ,  17,  '1^2,  3 ,  7 ,  9 ,  10,  14.  1  » ,  1 9  ;  20, 

1,  >,  (),  9.  10,  i(,  1"),  19,  'O  ^  •>. ,  3,  7,  8,  12,  i3,  i(),  17,  ■->.  1, 

i,  j,  (),  9,  1(1,  ij,  iC),  17,  -Il  J,  2,  3,  7,  8,  la,  i3,  iJ,  19,  20. 
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lilanl  (lomiécs  tleux  ci;.ililcs 

tic  trois  termes,  et 

de  quatre  termes,  en  augmcntanl  de  8  les  termes  de  la  première, 
on  a 

r) ,     1  3  ,     I  4  J,   I  O  ,     II,     I  » , 

et  en  ajoiitanl  celle-ci  à  la  deuxième  égalité  de  deux  manières, 
nous  obtiendrons  deux  égalités  de  sept  termes  : 

I,   4)  ^1   11     9)    '':    l'iJL^-    3,    5,   8,    lù,    II.    ij, 
I  ,  4  ,   6 ,   7 ,    I  o ,    II.    I J  X  '^  '    ^  î    J  )   *^  >     'J  )    '  -^  )    '  i  • 

Il  est  facile  de  comprendre  qu'en  combinant  entre  elles  une 
égalité  de  trois  termes  et  une  autre  de  quatre  termes  on  peut 
composer  des  égalités  contenant  autant  de  termes  que  l'on  vou- 
dra. 

11.  Répartition  des  nombres  consécutifs  en  deux  groupes 
égaux. 

Nous  nous  proposerons  à  présent  de  répartir  en  deux  groupes 
égaux  tous  les  nombres  consécutils  d'une  progression  arithmé- 
tique, sans  omettre  ni  répéter  aucun  de  ces  nombres. 

La  plus  petite  progression  des  nombi^es  naturels  qui  peuvent 
être  répartis  en  deux  groupes  égaux  est  celle  qui  contient  huit 
nombres.  Cette  répartition  est  formulée  par  l'égalité  suivante,  que 
nous  avons  déjà  citée  plus  d'une  fois, 

1,4,  (■),  7  X  ■':  3,  5.  S. 

En  augmentant  Ions  les  termes  de  H,  nous  aurons 

(),    \i^    l 'i ,    I  ')  X  '"•    '  '  )    '  ^  1    ■''• 

Si  nous  additionnons  ces  deux  égalités  de  deux  manières,  nous 
obtenons  deux  égalités  représentant  la  r(''|)artition  des  i()  nombres 
consécutifs  en  deux  groupes  égaux  : 

I,     i,   0,    7,      [)■    i>-    I  1 ,    i">X'-'-'     '•     '■    ^1    '"'    ■';    '^1    '''i 
I,    (,   f»,    7,    lo,    II,    i>,    i''»X'-'j    ^i    •' >    "'S      '.)■    •'')    '4  5    '5. 

\a\  augmentant  tous  les  termes  de  r('galite  primordiale  encore  de 


7!»  — 
iS,   nous  aurons 

17,   'M),   ■?.>.,    li  i  i«,    i«j,    '1  ,   ■>4- 

En  ajoutant  cette  nouvelle  égalité  aux  deux  précédentes,  aussi  de 
deux  manières,  nous  aurons  quatre  égalilc'S  représentant  la  rc'parti- 
lion  des  24  nond^rcs  consécutifs  en  deux  groupes  égaux  : 

I,    4:   ^5    7,      9,    '-«,    '4;    '^5    17-    'o,   'r?.,   9.3 
^7.,   3,   5,   tS,    10,    II,    i3,    16,    18,    19,   9.1,   9.4: 

I,  4,  f),    7,  9,  12,  14,  i5,  18,  19,  21,  2i 

^  2 ,  3 ,  '),   S  ,  10,  II,  1 3 ,  I G ,  17,  20 ,  22 ,  23  ; 

I,  i,  (j,  7,  10,  II,  i3,  iG,  17,  20,  22,  23 

J,  2,  3,  5,   S,  <).  12,  i|,  i5,  iS,  19,  21,  2î; 

I,  4,  G,   7,  10,  II,  i3,  iG,  18,  19,  21,  24 

^  2 ,  3 ,  5 ,   8 ,  () ,  12,  14,  I  ^ ,  17,  20 ,  22 ,  23 . 

En  répétant  le  même  procédé,  on  peut  répartir  les  Sa  nombres 
consécutifs  de  8  manières,  les  4o  de  16  manières  et  en  général 
les  8m  nombres  de  :2('"~<^  manières  différentes. 

Mais  ce  n'est  pas  tout,  car  on  pourrait  trouver  encore  bien 
d'autres  égalités,  en  transposant  d'un  groupe  à  un  autre  les  groupes 
inférieurs.  Par  exemple,  dans  la  première  des  égalités  de  i  2  termes, 
on  peut  transposer  les  deux  groupes  de  l'égalitc' 

I  ,    12,   20  JL  2 ,    I  n ,   21 

et  l'on  aura  une  cinquième  égalité 

2,   4,   G,   7,     y,    10,    14,    1),    17.   21,   22,   23 
JL  1  ,    3 ,    J ,   8 ,    II,    12,    1 3 ,    I G ,    I S ,    19,   20 ,    24  - 

On  peut  encore  transposer  dans  la  première  cl  la  dernière  éga- 
lité les  groupes 

3 ,    II,    I G  JL  4  '   9 ,    '7 

et  l'on  aura  encore  deux  égalités 

1 ,  3 ,   G ,   7 ,    II,    12,    14,    I ) ,    16,   20 ,   22 ,   23 
^  2 ,   4  ,  5 ,   8 ,     () ,    10,    1 3 ,    17,    18,    19,   21,   2  î  ; 

2,  3,   G,   7,    10,    il,    14,    i>,    17,    21,   22,   2!» 
^   I,   4)    J)   8,     9,    12,    i3,    17,    18,    ig,   20,   24- 
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On  |)eiil  ('i^alemcnl  i('|);irlir  en  dciix  i;r()ii|>rs  ('-j^airx  les  12  noiii- 
hres  coMS('culifs,  coiniiic  le  iiionlre  r(''i;alit('' 

I  i   3,   7,   8,  f),    II  X  ■'-'    U   5,   <■',    10,    l'.i. 

En  aiigrnenlanl  Ions  les  termes  de  i'à  : 

i3,    I),    19,  '20,  21,   '23  JL  i4)    '*•>    '7j    '8,  '?^,   24 

et  en  additioiinaiil  ces  éj^alités  de  deux  manières,  on  obtient  en- 
core deux  manières  de  r(''partir  9. /\  nombres  consécutils  en  deux 
groupes  égaux  : 

I,    3,   7,    8,     (),    II,    r>,    I),    i(),   -iC),    .>.{  ,   7.3 

X    2,     4,     ">)     ^')      10,      !.>.  ,      14,      iC),      17,      18,     22,     2.4; 

I,   3,   7,   8,     ç),    II,    14,    I*"),    17,    18,   •>.2,   24 
JL  2 ,    î ,    5 ,   () ,    T  o ,    i'. ,    1 3 ,    1 5 ,    19,    ■>.() ,   :>.  I  ,   23 . 

La  rf'partition  en  âen\  groupes  égaux  de  yo ,  28,  .  . .,  4  tu  nom- 
bres consécutifs  peut  se  faire  en  additionnant  les  groupes  de 
quatre,  de  six,  de  huit  termes.  Ainsi  on  peut  répartir  en  deux 
groupes  l'gaux  toute  progression  de  4  ni  nomljres  consécutifs. 

12.  Réparlilion  des  noDihies  consécutifs  en  plnsieins groupes 
égaux. 

Toute  progression  arithmétique  peut  être  divisée  en  n  groupes 
égaux,  si  le  nombre  de  ses  termes  est  égal  au  carré  double  du 
nombre  de  groupes,  c'est-à-dire  si  elle  contient  'in-  ternies.  Ainsi, 
l'on  peut  diviser  en  trois  groupes  égaux  une  progression  con- 
tenant iS  termes,  en  quatre  grou])es  iiik;  progression  contenant 
?)i  termes,  etc. 

Voici  la  règle  à  suivre  :  il  faut  diviser  la  progression  en  n  sec- 
tions, ayant  chacune  '.>./?  nombres  consécutifs;  puis  réunir  les 
nombres  de  cha(|ue  section  en"  n  couples,  dont  le  i*^""  soit  formé  de 
deux  nombres  du  milieu,  le  1"  de  deux  nombres  voisins  des  pré- 
cédents et  ainsi  de  suite.  Pour  composer  les  grou|)es,  on  j^rendra 
dans  toutes  les  sections  des  couples  diOc'-rents. 

dette  règle  est  basée  sur  des  consi(l(;ralioiis  suivantes  : 

Soient  (^),,  (^)j,  (^):t,  ...,  Q,/  les  sommes  des  carrés  des  deux 
noinbro  du   1"'  couple  dans  la  i"',   la  2',  ....  la  //'  ""^  section;  les 
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soimncs  des  cai'iés  des  n(tiiil)i<'S  diiiis  loiilos  les  scellons  seront 


)ll  7,'- 

riiii|)lc. 

■  •       <h 

■  1; 

Qi  -^  1  ; 

■  ••:     Q«  +  4 

..    3" 

.)        . 

■  ■    Qi 

+  1  ti  ; 

Qo -t-  I'.; 

...  :     Q„  -f-  1 7, 

..     /,'• 

0          . 

•  ■    Q. 

+  7,i  : 

Qi  -t-  M  ; 

...  ;     Q„  -{-  '24 

.,     ry" 

» 

•  •    Qi 

4o: 

Q,  +  {o; 

...;     Qu-r-^o 

/i''""'      »      ....     Qi -+-    •>./«("—';     <^>2  +  'i/îC"  —  i);     ...;     Qi,-i--in(n  —  i). 

Il  en  r('.siille  qu'on  |)rcnaiil  pour  cliacjuc  groupe  des  couples  dif- 
férents dans  loules  les  seclions,  on  ol)tiendra  invaiiahlctDenl  la 
même  somme  des  carrés 


0,-f-  O., 


0, 


\'2  -^  'J.i  -+-    ...   -H  9.  7?  f  /i  —  I  )  . 


Quanl  à  l'égalité  des  sommes  des  premières  puissances,  elle  est 
évidente,  vu  que  tous  les  couples  donnent  des  sommes  égales  dans 
chaque  section.  Par  conséquent,  tous  les  groujjes  seront  égaux  à 
deux  degrés. 

Commençons  par  la  répartition  de  i8  nombres  consécutifs  en 
trois  grotqies.  Représentons  les  couples  dans  une  Table  à  deux 
entrées  : 


\      COUPLES. 

\ 
\ 

SECTIONS.  \. 

I. 

II. 

III. 

1 

3 
î 

5 

1 
G 

2 

9 

8 
1  [ 

1  > 

3 

I) 
iC) 

i4 
17 

i3 

l.S 

et  composons  les  groiqjcs  en  |>r('nanl  les  couples  d'après  la  forme, 

XVM.  G 
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successivemciil  ihms  la   i"',  la  y.'  cl  la^''  seolioii, 

III,  II.  I 

11,  1,  iil 

I,  III,  II. 
Il  en  rcsii liera  ri-galilé 

I,   G,   S,    II,    i5,    16^2,    5,   9,    10,    i3,    i8j_3,    4)   7,    '2,    f  '\ ,    17. 

En  remplaçant,  d'après  le  théorème  II,  ions  les  nombres  par 
leurs  compléments  :  i  par  18,  2  par  1-,  etc.,  oXviceversn,  nous 
obtiendrons  une  seconde  égalité 

I ,   G ,   () ,    10,    \\,    •  7  i  ■' ,   5 ,   7 ,    12,    I  5 ,    I G  J^  3  ,   4  )   8 ,    •  •  )    ' 3 ,    I <S . 

En  transposant,  dans  la  première  égalité,  les  deux  groupes 
égaux 

1 ,   '  2 ,    17^3,    1  (' ,    18, 

et  dans  la  seconde  les  groupes  égaux 

5 ,    12,    I G  J_  G ,    t  o ,    17, 

nous  aurons  encore  deux  ('galilés,  aussi  complémentaires  l'une  de 
Tau  Ire, 

I  ,  G ,   .S ,    II,    1} ,    I  (")  X  2  '   4  ,  '.)  •    •  -*  ;    '  > ,    1 7  i  3 ,    J ,   7 ,    10,    14,    18 
1 ,   5 ,   9 ,    12,    14,    I  <>  J,  '-i  j   ^J  5   7 ,    1  <*  )    '  > ,    '  7  JL  3 ,    t ,   8 ,    II,    I  ) ,    18. 

On  jicut  d(''Coinposer  une  progression  de  Sanombres  consécutifs 
rn  quatre  groupes,  d'après  24  Ibrines  difiérenles  qui,  par  la  per- 
mutation des  rangées  verticales,  excepté  la  première,  se  réduisent 
à  quatre  types  : 


IV, 

III, 

II, 

1 

IV, 

111, 

Il, 

1 

III, 

IN, 

1, 

II 

111. 

|^  - 

1. 

II 

II, 

1, 

l\  . 

II! 

M 

i. 

IlL 

l\ 

L 

il, 

Ili. 

I\ 

1. 

11. 

1\  . 

III 

IV, 

III. 

II. 

1 

I\  , 

111. 

Il, 

1 

lli. 

II. 

1. 

l\ 

111, 

1. 

1\  . 

11 

II. 

1. 

I\  , 

111 

II. 

1^ , 

1, 

111 

1, 

IV, 

III. 

11 

1, 

11. 

111. 

1\ 

Pour/?  =  5,  ou  a  .Vi  lypes  (pu,  par  la   permiilalinn  des  rangée? 
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verticales,    produisenl  5()  x  :<4  ^  '■^44    formes.   Ou    vcjil    qu'on 
aiij^monlanl  n  le  noiiil)r('  des  ("oniies  eroîl  Irrs  lapidcnienl. 

13.  Egalité  à  trois  degrés.  —  Nous  nous  bornerons  à  donner 
quelques  exemples  d'c'-g^alilés  de  cette  espèce  qui  donnent  des 
sommes  égales,  en  prenant  les  noml)res  aux  i*^"",  a'et  3*^  degrés.  Pour 
les  représenter  nous  adopterons  une  notation  particulière  : 

(i)  I ,    i4,   aî>.,   Sî  A  2 ,    r  [ ,   '^S,   '\'\. 

Les  sommes  des  premières  puissances  sont  égales  à -2,  des  secondes 
à  if)o(),  et  des  troisièmes  à  5()26<S 

'2)  I,   10,    II,    iS,   i(,  îtS  A  3,  (>,  (),    i5,   iS,  9,1, 

dont  les  sommes  respectives  sont  -■>,,  1 1  i(),  iQ'j-o, 

(3)  I,    12,    i3,   21,   11,   33  A  3,    7,    iG,    18,   27,   3i, 

dont  les  sommes  sont  10?.,  2028,  ^Ç)--i. 

Rappelons  que  les  transformations  exposées  dans  les  tli(*orcmes 
r,  IV  étant  aussi  applicables  aux  égalités  de  celle  espèce,  on 
peut  obtenir  d'une  égalité  donnée  beaucoup  d'autres  égalités. 

Par  ex.emple,  en  diminuant  de  1  tous  les  termes  de  la  deuxième 
égalité,  on  a 

(),   9,    10,    12,    i3,   25!  A  2,    ),   8,    i|,    17,    ■'<>. 

En  mulli|)lianf  par  2, 

0,   i.s,  20,  2_i,  26,  4)^4,   10,   i(),  7.S,  34,  40. 
En  ajoutant  1  à  tous  les  termes,  on  obtient 
(\)  I,    19,   21,   25,   ■>.7,   4>-^5,    11,    17,   29,   35,  4i. 

En  augmenlanl  de  3  les  termes  de  la  deuxième  égalité,  on  a 

4,   i3,   i4,   iG,    17,  2GAG,  9,    12,    18,  21,  24, 

et  en  lui  ajoutant  celle  nouvelle  égalité,  on  obtient 

(5)  1,    If),    II,    12,  23,   24  A  3,    i,    i5,    iG,    17,   2G. 

.\joutons  celle  dernière  à  la  troisièiue  égalité  et  nous  aurons  une 
égalité  de  S  termes  : 

(<))     1,    i<),    12,    14,    iS,    19,   a3,   3oA4,    7,   S,    i5,   20,    21,   2},   28. 
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l'Aude  f;<''<iiii(''ti-iiiiie  sur  ht  courbure  des  pscuflo-surfuees : 
par  M.   rAhljt'  lss\L^  . 

Préliminaires. 

i.  De  notre  Mémoire  sur  les  confluences  de  droites  ('),  il 
résulte  qu'une  pseudo-surlace  n'est  autre  qu'un  lieu  géomélrique 
d'un  nouveau  genre  produit  par  deux  systèmes  de  eourbes  va- 
riables ne  s'entrecoupant  qu'aux  infiniment  petits  du  second 
ordre  près. 

Un  tel  lieu  n'est  pas  susceptible,  à  vrai  dire,  d'être  représenté 
par  une  équation  finie  entre  trois  variables,  telles  que  :r,  i',  ;; 
uKiis  il  peut  l'être,  implicitement  du  moins,  par  une  équation  dif- 
iV-renlielle  de  la  l'orme 

jointe  à  la  condition  de  non-intégrabililé 

d^  y  do 

t).r  '^  à)' 

A  ce  poiiil  de  vue,  toute  .siirlaee  peut  être  considérée  comme 
un  cas  parti('ulier  ou,  pour  mieux  dire,  comme  une  limite 
commune  à  une  double  séiie  de  pseudo-surraces  infiniment 
voisines. 

On  en  conclut  <pie,  (piclie  que  soit,  par  exemple,  l'expression 
(HIC  l'on  ad()|)tc  pour  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface  en 
cbacun  de  ses  points,  cette  expression  devra  pouvoir  se  (b'-duire, 

.  ,  ()'-Z  ()'-Z  I  I  .  , 

en  V  faisant  simplement =  -^ — -  ou  —  =r  —  i  sui\ant  la  nota- 

J  <)x()f         ôyOx         p,  P2 

tion  ado|)tée,  de  celle  qui  conviendrait  à  l'une  cpielconque  des 
i)seudo-surlaces  voisines.  Va,  comme  nous  savons  i\u  a  priori  cette 
dernière  expression  ne  di'pend  aucuniMuent  des  paramètres  I'2,  F, 
(1  de  (iaiiss,  on  peut  affirmer  que  la  |>remière  n'en  saurait  dé- 
pendre, |)Our  sa  part,  de  nécessité  absolue  du  moins. 

A  l'appui  de  cette  déduction,  nous  rapi^ellerons  que  la  forme 
primitive  des  ('■quations   des  lignes   remar(piabies    d'une   sinlaee 


{  ')  niillrlin  de  la  Société  mal hcnialir/ur  tli-  Friture,  l.  \VI. 
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prise  cti  ijénéral  s'ohlienl  sans  le  secours  de  ces  parainèlres,  el(|iie 
c'esl  pour-  la  variélé  seule  des  applK'alions  (|iie  la  ii('cessilé  de  leur 
iiilrodiiclion  se  fait  sciUir. 

2.  Du  même  IMémoire,  il  résulte  encore  qu'en  tout  point  M 
d'une  pseudo-surlace  on  peut  concevoir  deux  surfaces  auxiliaires 
osculalrices  Fjj.  et  l\j  correspondant,  Tune  à  la  niovenne  aritlimé- 


lique  -  (  -;; — I r  )  '   l'autre  à  la   mo\enne  £;éométri(iue  — des 

courbures  corrélatives  des  lignes  coordonnées. 

La  première  de  ces  surfaces  est  étroitement  liée  aux  plans  prin- 
cipaux, des  pseudo-surfaces  qui  lui  sont  tangentes,  tandis  que  la 
seconde  se  rattache  à  leurs  plans  focaux.  Or  on  sait  que  les  plans 
principaux  sont  toujours  réels,  tandis  que  les  plans  focaux  peuvent 
être  imaginaires.  Pour  ce  motif  surtout  nous  emploierons  de  préfé- 
rence la  surface  F^.  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 


Extension  aux  pseudo-surfaces  des  principales  formules  proposées 
comme  mesure  de  la  courbure  des  surfaces. 

3.  llappelons  daijord  Téqualion  de  l'indicatrice  de  la  surface  Fjj, 
laquelle  est  aussi  celle  des  pseudo-surfaces  correspondantes 
[I,  n"  19  (')],  savoir  : 

Cette  conique,  avons-nous  dit,  appartient  aux  genres  :  ellipse, 
hyperbole  ou  parabole,  selon  (\v\o  la  quantité 

/■aSlM^O=  —^  -  ^   +  _ 

est,  ou  [)Ositive,  ou  négative,  ou  nulle. 

On  en  déduit,  pour  Téqualioii  aux  rayons  princq)au\  \\\  el  l{.^. 


(■>■) 


sinU)        r   I  I  /   I  I  \  "I     I 


')  (x'ilc  ahrôvialion  csl  un  renvoi  au  n"  ID  ric  noire  premier  Mi-nioii( 
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Rapporlcc  à  ses  a\cs  de  ligure,  rindicatrice  prend  dès  lors  la  forme 
rédiiilc 

et  Ton  remarque  (juavee  ee  choix  de  coordonnées  l'expression 
de  la  première  courbure  verticale  de  la  ligne  quelconque  S  peut 
s'écrire 

I         cos"^Oi        sin-O] 


(4) 


R'i    ^    r; 


4.  Achiellemcnl,  de  l'origine  INI  comme  centre,  avec  un  rayon 
variable  y/R",  décrivons  une  sphère;  puis,  sur  le  plan  horizontal 
T,  MTo,  considérons  les  deux  courbes  du  second  ordre 


X2  -+-  aXY  cosO  -+-  Y2  =  R", 

'■'1       '  p"l  ^  p"i 


Y  2 


oili  l'on  reconnaît,  avec  l'indicatrice  (i),  la  section  delà  s|)hère  par 
le  plan  horizontal. 

Le  couple  des  sécantes  communes  qui  se  coupent  à  l'origine 
avant  pour  équation 

ou  bien 

A\2-4-2RXY-+-CY2  =  o, 
si  l'on  pose 

osin2  0  =  AC  — R^ 
il  viendra 

'  =  (w)'-^^  (w)  ^  J^  ^  iw  ^  ]k)  {w'  -  ïï;)' 

les  cocfficienls  J,   et  J^  n'étant  autres  que  les  invariants 

—  -H—  —  (—  -1-—  )  cosO 


'  -    ^  sinïO 


I 
I 
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Ceci  posé,  il  est  facile  de  voir  que,  généralisées,  c'est-à-dire  ap- 
plicjiiécs  aux  [)seudo-surfaces,  les  formules  principales  rpii  ont  cl(; 
présenlécs,  en  divers  temps,  comme  mesure  de  la  courbure  d'une 
surface  ne  sont  autres  cpie  des  fonctions  svmélricpics  des  racines 

rrr-i  \  „  de  i'c'cpialion  0=0  et,  par  suite,  des  fonctions  rationnelles 

des  invariants  J,  cl  Jo.  En  ellet,  en  ajant  égard   au\  formules  de 
transformation  d(\s  cooi'donnc'es,  on  a 


/>>    =  ^TT-î^  =  JaCOauss), 


/>'jj..,  =  VTTT  +  7^//    =  Ji  (  Sophie  Germain  ), 
/.a ,  =  -'•  (  TTT  -H  • 'tt  )    =  -  J 1 , 


h^.  =  r^-\-  -.T^TTTT  +  uW  =  Ji  -  ïï  -12  (MM-  Bourgel  et  Ilousel). 

5.   Discutons  sommairement  la  convenance  de  ces  valeurs  au 
point  de  vue  de  la  mesure  de  la  courbure  des  pseudo-surfaces  : 

I  "  Ap.  =     ,     ,  •  —  Ce  rapport  pourra   bien    être  généralement 

tenu  pour  acceptable,  tant  que  R',  et  R'^  seront  de  même  signe 
ou  de  signe  contraire;  mais,  de  l'avis  d'un  grand  nombre,  à  coup 
sur,  il  cessera  de  paraître  tel  lorsque  l'un  de  ces  rayons  deviendra 
infini,  ce  qui  a  lieu  lorsque  Fu.  est  une  surface  développable. 

•i"  /,j^^  =:    —,  H-     „.—  —  En  adoptant  cette  expression,  on  rem- 

place  implicitement   la   courbure  normale  -,  par  le  carré  r-  de   la 

déviation  verticale  relative  au  |)inceau  des  normales  [MN]  delà 
surlace  F,j.  ou,  si  l'on  veut,  l'indicatrice  (o)  [)ar  la  dévialfice 

de  celte  surface.  Or  on  rend  de  la  sorte  impossible  tout  moyen  de 
distinguer  la  concavité  d'avec  la  convexité  de  F|j,  autour  du  jioinl  M, 
chose  essentielle,  sans  conlicdiL  lorscpi'il  s  agit  de  (H»ur|jure. 
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3"  /<|j.=  -T.—  +  rp  •  (jCltc   Iroislènie   loiimilr  lonibc  en  (Iclaiit, 

lorsque  F,j.  est  une  surfaec  niininid,  et  Ton  peut  ajouter,  en  axant 
égard  aux  invariants  ci-dessus,  lorsque  les  pseudo-surfaces  qu'elle 
remplace  le  sont  avec  elle. 

4"  /«a,  ^=^  ~  (  iT"  +  77^  )  ■  " —  Ceci  é(|ui\aul  à  j)reiidre  pour  me- 
sure de  la  courbure  de  la  surface  Fp,  sa  courbure  sphérique 
ou  niovenne,  mais  on  v  rencontre  les  mêmes  inconvénients  qu'avec 

5"  /ly   rr=  —rr,  +  ., ,.,,  ,..,   +  .-ttt;  •  —  Sculc,  Cet  le  dernière  formule 

nous  a  paru  particulièrenientdii;rie  d'attention  :  aussi  n'avons-nous 
pas  hésité,  en  l'adoptant  pour  les  pseudo-surfaces,  à  la  prendre 
comme  point  de  départ  de  nos  présentes  recherches.  Mais  il  faut 
auparavant  en  expliquer  l'origine. 

().    Supposons  que  l'on  porte   sur  la   normale  MN,  à   partir  du 

point  M,  les  longueurs  —,  =  J'  des  courbures  des  diverses  sections 

normales  de  la  surface  F,j..  Rabattons  chacune  de  ces  longueurs 
suivant  l'intersection  du  plan  liorizontal  T,]\Fr.>  avec  le  plan  nor- 
mal qui  la  contient.  Leurs  extrémités  détermineront  un  arc  de 
courbe  dont  la  forme  suffira  déjà  à  rendre  sensible  la  variation  des 
courbures  des  sections  normales  successives,  et  parla  même  celle 
de  la  surface  Fjj,  autour  du  point  clioisi. 

En  convenant  de  remplacer  désormais  0,  [)ar'i>(à  cause  de  l'am- 
biguïté qui  ne  tarderait  pas  à  survenir),  l'écpialion  en  /•"  et  •!(  de  la 
courbe,  dont  nous  venons  d'indiipicr  la  conslruelion,  sera 

C'est  une  courbe  du  quatrième  ordre. 

Sa  transformée  par  ravons  vecteurs  réciproques 

est  du  sixième.  Arrêtons-nous  à  elle  un  instant. 

On  voit  qu'elle  présente  trois  vari(''lés,  selon  (pu-  II,   et  \\ ,,  soni 


I 
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tic  mk'iiic  silène,  de  sij^iic   coiilfiiiic   un  ([iic    I  un   (N.'s  deux  I».,,    piii' 
exemple,  r>l  iiiliiii. 


l"is.    I. 


l'i'A-  2. 


riu.  .{. 


Nous    l'appelleions   iiKlicatricc  [plane)  de  anirbiirc  pour  la 
(lislingiier  de  rindieatiiee  proprcinenl  dite. 

En  désignant  d'tine  manière  générale  par  Ay^  son  aire,  on  a 


(7) 
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"1^ 

'l 

ros- 

•} 

sin- 

■!/ 

Hl 

IV 

cos 

-.<h 

iv; 


V.^,hw 


3 


(7') 


8  R';2 


Ainsi  c'esl  par  Taire  de  la  courbe  réciproque  (())  qu'à  Tinslai" 
de  la  mélliode  introduite  par  MM.Bourget  et  Housel  nous  propo- 
serons, à  titre  de  jiremière  ap[)roximation,  de  mesurer  en  chacun 
de  ses  points  la  courbure  dune  pseudo-surface. 

7.  Et  maintenant  posons-nous  la  (piestion  suivante  : 
JN'est-d  pas  possible  de  remplacer,  soit  le  contour,  soit  l'aire  de 
la  courbe  réciprotpie  ((j),  c'est-à-dire  des  indicatrices  (7),  dont  la 
construction  artidcielle  ne  fournit  qu'une  solution  approchée  du 
problème,  par  des  surfaces  convexes  mesurant,  en  toute  exacti- 
tude, géoniélriquement  par  elles-mêmes  d'abord  et  numéri(|uemenl 
par  leur  aire  ensuile,  la  courbure  de  la  surface  F|j,  en  M  cl,  par 
suite,  celle  de  loiiles   les  pseudo-surfaces  inliniment  voisines? 
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On  le  peut  efTeclivcmcnl;  mais  avouons  tout  de  suite  que  si,  au 
point  de  vue  tliéori(pie,  ces  surfaces  doivent  nous  donner  une  ex- 
pression g('oniétrique  adrcjuate  de  la  courbure,  pralicjucnient,  le 
calcul  nuniéri(|ue  de  leur  aire  offrira  des  diCficultés  sérieuses,  au 
point  de  faire  regretter,  pour  ainsi  dire,  l'abandon  des  indicatrices 
planes.  Regret  inutile,  dirons-nous  aussitôt,  puisqu'on  verra,  dès 
Je  paragraphe  suivant,  qu'il  est  toujours  possible  et  même  facile, 
à  l'aide  d'une  transformation  légère  {y ér'xX.'dXAç,  critérium  par  rap- 
port à  la  première  méthode)  de  faire  prendre  aux  indicatrices 
convexes  une  aire  rigoureusement  égale  à  celle  des  indicatrices 
planes  qui  leur  correspondent. 

Comme  les  surfaces  annoncées  se  ramènent  à  un  type  général 
jouissant  de  la  propriété  signalée  etde  quelques  autres,  non  moins 
remarquables,  nous  croyons  devoir  faire  connaître  tout  d'abord  et 
le  type  lui-même  et  ces  propriétés. 

II. 

Théorèmes  généraux  relatifs  aux  hémicyclides. 

8.  Nous  appelons  surface  hémicyclidale  ou  simplement  hémi- 
cjclide  une  surface  engendrée  par  un  demi-cercle  dans  les  condi- 
tions que  voici  : 

Soient  Al>  un  arc  de  courbe  plane  algébrique  ou  transcendante; 


l'i^.  i 


\()\\  le  secteur  corr<'sp(»ndiuil  à  un  pTiJc  donné  ().  l\ele\ons  sur  la 
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noriualn  au  |)laii  micik'c  au  [xMc;  cliaciiii  des  rayons  vecteurs  qui 
ahoulissenl  au\  diveis  jxunls  de  rare  pour  eu  (aire  le  dlamèlre  OJJ 
d'un  deini-cerclc  silué  dans  le  plan  du  ra^on  considéré  el  de  la  nor- 
inalc  : 

Théoukmk  [.  —  L'aire  du  secteuf  donné  est  exactement  égale  à 
celle  de  la  surface  transformée  cjue  l'on  obtient  en  substituant 
à  chacun  des  éléments  fusiformes  de  l'hémicyclide  construite 
le  fuseau  sphérique  qui  en  est  la  projection  sur  la  sphère  d'égal 
diamètre. 

Soit,  en  eflet,  F(/-,'V)  =  o  l'équation  de  la  courije  plane  donnée, 
rapportée  au  point  O  connue  pôle  et  à  v\u  a\c  [)olairc  (|uel- 
conque. 

Pour  préciser,  prenons  sur  celle  courbe  la  branche  définie  par 
la  délennination  de  /•  suivante  : 

En  désignant  par  p  un  rajon  vecteur  Om  quelconque  et  par  B 
l'angle  qu'il  fait  avec  OIS,  on  aura  pour  équation  du  demî-cercle 
générateur 

p  =  r  cosO, 

One  variant  que  de  zéro  à  ^j  et,  par  suite,  pour  équation   de  l'Iié- 

niicycJide  corresj)ondant  à  la  branche  considérée, 

p=/(J/jcosO. 
Posons 

a  =  p  sin  0  ; 

l'aire  de  la  portion  de  surface  transformée  qui  correspond  à  l'angle 
AOM  =  '•;  sera 


(8) 

et,  comme 

il  vient 


./„  ^  .L      eus 2  0 


Mil  2  0    = 


u  du 


A,, =9.  f'd'b  r 

V  r' 
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V 

donc 

ce  qui  (Irinonlrc  la  propriété. 

9.  Quant  à  l'aire  exacte  A  de  riiémicyclide,  si  l'on  représente 
par  Y  l'angle  que  fait,  avec  le  plan  des  X\  ,  le  plan  tangent  mené 
en  un  rpielconque  m  de  ses  |)oinls,  on  aura 

\  =  of    d'I    f  '  ^'  =2   r  '   f  dO  ^dr-^^r-^iUv^-2i)d'ï^, 

'  0  '  0  I  •  u     ■  Il 

formule  dans  laquelle  /•  et  <://•  devront,  avant  tout  calcul,  être  leni- 
placés  par  leur  valeur  en  fonction  de  'l.  On  voit  après  cela  que  la 
première  des  intégrations  à  effectuer,  celle  par  rapport  à  H,  dé- 
pend déjà  des  fonctions  elliptiques,  ce  qui  justifie  ce  que  nous 
avons  fait  pressentir  au  n"  7  des  complications  inhérentes  au  calcul 
d'une  aire  semblable. 

10.  Il  est  essentiel  d'obscrv(M",  dès  à  pri'senl,  fpie  si  le  mode  de 
transformation  adopté  altère  l'expression  finie  de  l'aire  (h;  la  sur- 
face, il  n'en  sera  pas  de  même  de  l'expression  du  volume,  puisque 
la  somme  des  éléments  solides  que  l'on  néglige  est  infiniment 
petite  par  rap{)ort  à  ce  volume  lui-même. 

11.  Théokème  II.  —  La  portion  de  volume  du  cylindre  droit 
cil  conscrit  à  une  lictnicyelide,  comprise  entre  cette  dernière 
surface  et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal,  est  exactement 
le.  <pi<irt  de  ron^lel  correspondant ,  si  on  li/nite  le  c\  lindre  à 
la  courbe  des  contacts  ;  elle  en  est  la  moitié  si  l'on  n\iircte  le 
cylindre  qu'eau  conoïde  (jue  forment  les  tangentes  horizontales 
de  r lirniicycli'lc. 

l'.ii   cllel,    je  \(»Iiimk:  d  angle   'j  iIc   I  Immuicn  clidc  a    pour  cxpro- 


!);{ 


Mil  \      :  -    /    '  (l'I    I   '/••'(■us-M)  si„(),/0  =  —     f'rU/'l. 

D'aiilrc  |)nrl,  Cfliii  du  cNlindre  ciicoiiscnl  liinih'  ;i  hi  coiiihc  <lc 
conlact  t'sl 

(lo)  ^  =     f  ^^'f    f'-'i'l"' 

•   n  •  fi 

av«^c  la  coikIiIidii 

u-  =  z(  r  —  :;  ). 

Ilf-solvaiil  par  rapport  à  :;  et  substitiiaiil  dans  Icxprcssion  de  U 
la  plus  petite  racine,  il   vient  par  intéi;rali()n 


Doublant  enfin  le  résultat,  puisque  la  courbe  des  contacts  est  une 
lii^ne  diamétrale,  on  aura  le  volume  lotal  du  cylindre  extérieur  à 
r(jnylet  et  arrêté  au  conoïde  (pii  en  forme  la  base  su|)érieure,  c'est- 
à-dire  -\ .  C.   O.    F.  I). 

Cesdeux  théorèmes  constituent  unehaulegénéralisationdes  théo- 
rèmes d'Archimède  relatifs  au  rapport  qui  existe  entre  la  sphère  el 
son  c\lindre  circonscrit. 

12,  Théorème  III.  —  La  transformée  par  rayons  vecteurs 
réciproques  de  toute  hénncfclicle  est  un  conoïde  parallèle  à  celui 
que  forment  ses  tan  fientes  horizontales. 

On  le  démontre  sans  peine  en  se  souvenant  que  l'inverse  dune 
circonférence  qui  passe  par  le  pôle  d'inversion  est  une  droite. 

III. 

Application  des  théorèmes  précédents  à  l'indicatrice  convexe  de  courbure 
d'une  pseudo-surface. 

13.  \u\  trois  \ariélt'-s(  -)  de  l'indicatrice  plane  de  courbure  cor- 
r('S|)ondeiil .    en    cooidonnées    polaires   et   reclangidaires,  les  trois 


licmu'vclHli'? 
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cos'I. 


Ce  sont  trois  surfaces  fermées.  Dans  la  première,  les  diamèlres 

des  seclions  normales  varient  entre  un  maximum  t-tt  et  un   mini- 

Ri 

muni    ,,r  •  Dans  la  seconde,  les   plans   verticaux,  conduits  suivant 

les  tangentes  à  l'origine  de  Tindicatrice  ])lanc  correspondante,  lui 
sont  tangents  cl  la  divisent  en  quatre  parties  symétriques  deux  à 
deux  et  situées  de  part  et  d'autre  du  plan  horizontal.  Enfin  la 
troisième  suiface  dérive  de  la  seconde  en  ce  que  les  plans  tangents 
dont  on  vient  de  parler  coïncident. 

On  peut  vérifier,  à  l'aide  de  la  formule  (8),  qu'une  fois  trans- 
formées ou,  pour  mieux  dire,  sphéricisres,  ces  surfaces  sont  bien 
équivalentes  aux  indicatrices  planes  (-). 

14.  Volumes  indicateurs.  —  Les  volumes  des  indicatrices  con- 
vexes (1  i)  étant  chacun  le  lieu  géométrique  de  toutes  les  compo- 
santes orthogonales  des  courbures  des  diverses  seclions  normales 
faites  autour  du  point  INI  dans  la  surface  F,;,  représentent  par  là 
même  (nous  ne  disons  pas  mesurcnl  )  la  courbure  de  la  surface  en 
ce  point. 

Parcourons  suecessivemenL  ces  volumes;  leurs  expressions  sont 
inlégrablcs  : 

1"  Le  volume  de  la  première  des  indicatrices  (1  i),  calculé  au 
movcn  delà   fornniie  (()),  a  pour  expression 
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'.>."  l'^ii    ic    (lui   coiUH'i'iie   le   second,    i;()inrii('   rinli'j^i.ile    i|iii    l'cx- 

/IV, 
|)iiiiic  cluini^c   (le  sii^iic  dans   les  diicctions  lanj;'!/,  =  dz  i  /  t,  r  '|iii 

son!  celles  des  lani;cnl(;s  à  l'origine,  \\  faut  uscm"  de  rinh'-j^rale  dc- 
tlonhlee 

lîn  posant,  ponr  plus  de  symétrie, 


4 

1/3.5  -j. .  7  3 . 5  \         I 


._   _}_   /  ^  '■''  ■>   \  /J I    \ 

^~  4«  \H?  "^  H';  k;  ^  Hf  y  Vivi      h;/ 

on  trouve,  pour  le  volume  total, 
et,  pour  les  volumes  partiels. 


v'2  =  p  +  o  (  ';  -r-  -y, 


le  premier  étant  situé  au-dessus  du  plan  horizontal  et  le  second  au- 
dessous. 

Ces  divers  résultats  se  simjdilient  singulièrement  lors([ue 
K",  ^]\,',,  ce  qui  est  le  cas  (le  signe  —  ayant  été  ex|)lieité)  des 
pseudo-surfaces  min ima. 

( )n  a  alors 

\--=Y'i^V=  -1-, 

9  '^  r' 

valeur  (|tie  l'on  peut  du  reste  vérifier  directement  en  calculant 
l'intégrale  correspondante 


3-,^,^     r\'ns3.V/']^- 


—  t)()  — 

3"  Le  Iroisiriiic  Noliiiiir  se  lii'f  de  l'iiii  (|iiclcoii(|iic  des  deux 
premiers  en  v  liiisiiMl  \\.,T7^y:.  On  trouve 

« 

io.  Aux  volumes  des  hémicyclldes  on  peut  suhslituer  équiva- 
lenimenl  ceux  des  cylindres  indicateurs  corres[)ondanls  (n"  H  ), 
|)uisque,  arrêtés  à  la  courbe  de  contact,  ils  sont  le  quart  des  pre- 
miers. C  est  donc  au  même  titre  qu'eux  (ju'ils  peuvent  servir  à 
représenter  la  courbure  au  point  M. 

Il  est  à  remarquer  que  la  base  de  ces  cylindres  est  boniothétique 
à  l'indicatrice  plane  de  MM.  Bourget  et  Housel  et,  de  plus,  qu'elle 
en  vaut  le  quart.  On  peut  donc,  pour  éviter  ce  que  la  construction 
de  celle-ci  a  d'artificiel,  s'en  tenir  à  la  considération  de  ces 
bases. 

16.  Propriétés  diverses.  —  Nous  ferons  observer  avant  tout 
que  ce  qui  suit  n'est  applicable  qu'au  cas  où  l'indicatrice  de  la  sur- 
face F[j  est  elliptique. 

1.  Si  l'on  retrancbe  de  Taire  A.j_  =  A^,^  de  la  première  des  indi- 
catrices convexes   transformée,    l'aire   A^  de    la    splière   dont   le 

ravon    ,  (  tt^  +  nv  )   est  la    juoilié  de    la    couibure   splu'ritpic    au 

|)oinl  M,  on  trouve,  pour  l'excès  relatif  de  la  première  de  ces  sjir- 
faccs  sur  la  seconde  : 

-=  A-j,  -  Ag  ^  i  /  K  -  r; 

D'autre  part,  la  comparaison  des  volumes  correspondants  (cpie 
le  premier  soit  transformé  ou  non)  donne  aussi 


-'  ^  Vi  -  ^T  _  3  /iv;-iviy 

On  en  d(''(liiit  cette  relation  simple 


-     !»7 
II.  Con.si(I('T()iis  la  coiirhc  iiiliiiil(''siiiiiilc 

(X)  ^,^    mi-lVijsintçosV,,. 

C'est  la  projection  sur  le  plan  dos  XY  de  la  ligne  de  s/ricUon 
axiale  {\,  n"  i28)  des  génératrices  du  pinceau  [MiN  |  des  (vraies) 
normales  de  la  surface  F|j..  Or,  si  l'on  calcule  le  rapport  de  son  aire 
à  celle  du  cercle  infinitésimal  d<!  rayon  ds^  directrice  du  |)inceau, 
on  trouve 

I  /k;  —  R",  \2 


il      %  \  \\\  +  w,  ) 


m.  De  même,  si  l'on  clierclie  le  volume  compris  entre  la 
courbe  Çk)  et  la  surface  conoïdale  formée  par  les  plus  courtes  dis- 
lances IK-,  puis  que  l'on  compare  ce  volume  à  celui  d'un  cylindre 
de  révolution  qui  aurait  pour  base'  le  cercle  de  rayon  ds  et  une 

R"  R  "  I 

hauteur  égale  à  ^^ — ^,  -h  -  (R"  +  H.',  ),  on  reconnaît  que  leur  ran- 
K,  +  K2        4  "  *  ' 

port  est,  lui  aussi,  égal  à  î. 

17.  Hàtons-nous  d'ajouter  que  les  calculs  d'intégration  qui  pré- 
cèdent seraient  bien  moins  simples  si,  au  lieu  de  considérer  le 
pinceau  de  normales  [MN]  de  F^.,  nous  avions  pris  le  |)inceau  de 
pseudo-normales  correspondant.  Le  radical  qui  ligure  dans  l'équa- 
tion (/)  n'eût  pas  été  alors  indépendant  des  courbures  alternantes 

rp  et  p-  des  lignes  coordonnées  actuellement  tangentes  aux  axes  de 

l'indicatrice;  car  si,  dans  ce  cas,  on  a  généralement  f, — h  n"  ^  ^' 

pour  tout  pinceau  de  pseudo-normales  circumaxial  de  MN,  on  n'a 

—  =  o  et  Y^  =  o  que  pour  le  seul  pinceau  des  vraies  normales  de 
'1  '2 

la  surface  F^. 

IV. 

Application  à  divers  lieux  géométriques  complémentaires  relatifs 
à  la  courbure  de  la  surface  auxiliaire  I^. 

18.   Au   liiMi   (le  rabattre  sur  le  j)iaii  liori/.onlal,  ainsi  cpie  nous 
l'avons  fait  au  n"  (),  les  inverses  —  ou  /  des  rasons  de  courbure  des 

XVII.  7 
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scellons  normales  de  lasurfaee  F(j.,  rabattons  ces  rayons  eux-mêmes; 
nous  aurons  les  trois  courbes 

On  en  conclut  pour  les  bémicyclidcs  correspondantes,  c'est- 
à-dire,  d'après  le  lliéorcme  de  Mcusnicr,  pour  le  lieu  des  centres 
(le  courbure  de  toutes  les  sections  normales  ou  oblitpies  faites 
autour  du  point  M  dans  la  surface  Fjj., 

'    '  —  '     ■*  cosO, 


l    ^        R';cos2  4/  +  R';sin2t]; 
I  R"  R" 

,  ,     r';r;(X2-i-y^)z 

R",  R'^(X^  +  Y-^)Z 

r;  X2  —  r;  v^   ' 

R';(X^-f-Y-^)Z 

X2 


(i3')  {  x-^  +  Y-^  +  Z2 

X2-4-Y2-f--Z2 


La  première  de  ces  surfaces  est  fermée.  Les  deux  dernières  ont 
des  na[)pes    infinies   :   l'une,   dans    les  directions    asjmptotiqucs 

tang'^,  =±  1/  iT'  '  1'^"''"^''  dii'is  lii  direction  -!;,  =  -• 

A  ces  surfaces  s'en  rallachent  d'autres  qui  leur  sont  homothé- 
tiques  et  que  l'on  pourrait  qualifier  de  surfaces  de  courbure, 
puisqu'elles  sont  le  lieu  des  cercles  de  courbure  de  toutes  les 
sections  normales  faites  autour  du  point  M.  Comme  on  les  obtient 
en  doublant  les  rayons  vecteurs  des  précédentes,  il  sullira  de  s'oc- 
cuper de  celles-ci. 


11).    I"  L'applicaliori  des  deux  pi-cinicrs  llK'ttrènu's  généraux 


du 


J 
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5;  II  nous  donne,  pour  le  prcniier  cas, 
II",  +  R.;  N 


A„  =  r 


)  V^K'i  R'i  {aire  d'une  ellipse), 


v;  =  ^  (3 R",  + 1  R",  R';  +  3  r:,  )  v/ii",  r;  . 

Lorsque  R",  =^  11'.'.,  c'est-à-dire,  quand  le  point  i\l  est  un  ombi- 
lic poui'  chacun  des  points  de  la  surface  F^.,  on  retrouve  l'expres- 
sion connue  de  la  surface  ou  du  volume  de  la  sphère  de  rayon  R", . 

->"  Quant  à  l'aire  transforniée  et  au  volume  de  la  seconde  sur- 
face, comme  ils  devicnncul  infinis  pour  '}  =  ']>,,  il  n'y  a  lieu  que 
d'en  calculer  un  fuseau  ou  un  onglet  d'angle  inférieur  à  celte  li- 
mite. On  trouve  ainsi,  pour  l'aire  transformée  du  fuseau. 

Le  cas  de  R",  =  R",,  correspondant  aux  pseudo-surfaces  minima, 
est  particulièi'ement  intéressant. 

(3n  constate  d'abord  que  la  limite  du  dernier  terme  de  Ay^  est 
zéro.  Il  vient  ensuite 

R"2 

A!j  =  —j-  tang2'|. 

Ceci  fait  voir  que,  dans  le  cas  actuel,  l'aire  totale  de  la  surface 
(|ue  nous  considérons  est,  au  point  M,  la  même  que  celle  de  la 
bande  du  plan  horizontal  comprise  entre  deux  parallèles  équi- 
distantes  de  V origine  de  la  quantité  R", . 

Passant  au  volume  de  l'onglet  correspondant  à  «j;  <<  d») ,  et  posant, 
pour  abréger, 

P'  =  [  r;  (  5  R'  —  3  R'     cos'-  'h  4-  R'     5  R'   -  3  R'  )  ^in^    ,  '     -\,  ,' p„-  •   .,  '  ■ 

(V  =  (  3  R'i^  -  2  R'  r;  -f-  3  R?    y/R    R:>  L     ^ } '    .    ;     , 

on  a  la  relation 

192V',  =  P'-+-Q'. 

Lorsque  R',  =  R'I,  il  vient 

\  '.,  =    -^     ï^  -4-  L  taiiij  f  -  -4-  '^      • 
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3"  Enfin  la  troisième  surface  acquiert,  elle  aussi,  une  aire  et  un 
volume   infinis  pour  -L,  =  -;  mais,  pour  un  fuseau  et  un  onglet 

d'angle  inférieur  à  ->  on  a 


^    ,         '      \ 

*^               CUS^({// 

,„         R7tano.i, 
^^~         i8o 

20.  Transformées  colloïdales.  —  D'après  le  théorème  III (n"  10), 
toute  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'une  hémicy- 
clide  est  un  conoïde  à  génératrices  horizontales.  Cherchons  les 
équations  de  ces  eonoïdes,  d'abord  pour  les  lieux  géométriques 
qui  nous  occupent,  ensuite  pour  les  indicatrices  convexes  de 
courbure. 

i"^  Soient  MD  =  ;•",  Mo  =  —  =  /,  Désignons  par  C  le  centre 

de  courbure  de  la  section  oblique  {^fig-  5)  faite  dans  la  surface  Fy, 


parle  plan  (^MII.  Puisque  Ton  aMC'.MY'=  i,  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  de  la  première  des  surfaces  (i3')  est  le 
conoïde 


^    R;  X»  -f-  R",  Y 2 

IV;  R",(X^-4-Y2)' 


—  101  — 

que  forment  les  tangentes  horizontales  de  la  première  des  indica- 
trices convexes  (i  i'),  le  module  de  la  transformation  étant  l'unitr. 
Quand  ce  module  devient  égal  à  11'^  ]\[,,  l'équation  de  la  trans- 
formée devient 


(i4) 


X2-+-Y2 


C'est  le  conoïde  de  striction  axiale  (I,  n"  29)  du  pinceau  [MN] 
des  normales  de  la  surface  F^i. 

Dans  ce  dernier  cas,  l'intersection  des  deux  surfaces  appartient 

à  la  sphère 

X2-f-Y2  +  7J  =  \\\  in, 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

/■2  =  (  R;  —  R';  ) (  R'I  sin^  '1  —  R:  cos*  •]/  ). 

y"  Revenons  aux  indicatrices  convexes  de  courbure(i  i)ou  (i  i'). 
Comme  Ton  a  semblablement  MC.My=i,  la  transformée  par 
rayons  réciproques  de  la  première  des  surfaces  (i  i')  est  le  conoïde 

^  _  r';r;(x^  +  Y2) 
^~  r;x2  +  r';y2  ' 

lieu  des  tangentes  horizontales  de  la  première  des  surfaces  (i3'), 
la  constante  étant  égale  à  l'unité. 

Lorsque  cette  constante  devient  égale  à     ,     „  ,  on  a  le  conoïde 

_       X^H-Y^ 
-R'^X^  +  R'IY^' 

qui  ne  diffère  que  par  le  changement  de  Z  en  ^  du  conoïde  (i  4)' 
Ici  l'intersection  des  surfaces  a  lieu  sur  la  sphère 

'^'-^'  +  ^'  =  ïvrR;' 

et  sa  projection  sur  le  plan  horizontal  est  la  courbe 

2  _  /  I  i   \      R'i  sin^'j/  —  R'^cos^t^ 

''    ~   \K  ~  Ri  /  (R'lsin--^d;+R;cos2(l;j2  ' 

Des  considérations  du  même  genre  seraient  applicables  à  la  dé' 
\iatrice  dont  nous  avons  parlé  au  n"  5,  mais  sans  utilité  pour  tout 
ce  qui  concerne  du  moins  la  courbure  des  surfaces  ou  des  pseudo- 
surfaces en  chacun  de  leurs  points. 
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Démonstration  élémentaire  (Vun  tliéorème  énoncé 
par  M.  E.  Catalan  (');  par  JNI.  Bkudellé. 

Tout  multiple  de  8  est  la  somme  de  8  carrés  impairs. 
Un  multiple  cfTectif  de  8  est  de  la  forme 

8  +  8  /i  ; 
on  sait  que  l'on  j^eul  écrire 

Il  =  a-  -+-  b-  -+-  c2  H-  d'^\ 

or 

«2  —  a        a'^  -{-  a 
a^  = \ j 

2  2 

donc 

8  a"^  =  (  4  rt-  —  ij  a  )  -I-  (  4  a2  -^  4  «  )  ; 

d'où  l'on  conclut  facilement 

8  -+- 8  «  = -h  (n-  4 «- —  4 «)  +  (n- 4 «"^  -t-  4  «  ) 
+  (1  +  46-— 46)  + (1  +  462  +46) 

+  (l  +  4  C2  —  4  C  )  +  (  I  +  4  c2  +  4  C  ) 

+  (i  +  4  f/2  —  4f/)  +  (i  +  4^^-  +  4^0, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

On  voit  de  plus  que  les  huit  nombres  impairs  se  divisent  en 
couples  de  deux  nombres  impairs  consécutifs 

2a  —  r,     2a  +  i,     .... 

Toutefois,  si  k  des  nombres  «,  b,  c,  d  sont  nuls,  il  j  aura  A 
couples  de  carrés  qui,  au  lieu  d'être  les  carres  de  deux  impairs  con- 
sécutifs, seront  tous  les  deux  égaux  à  i . 


Sur  une  propriété  des  surfaces  niininia; 
par  M.  E.  Gouusat. 

Considérons  une  surface  minima  S,  dont  l'élément  linéaire  est 
donné  par  la  formule 

(')  IhdlcUn  de  la  Sociiilé  Dialhémaliquc,  vol.   \VI,  |i.  ijq. 


-  103  - 

tandis  que  rélrnicnl  linéaire  de  la  représcnlalion  sphériquc  a  pour 
expression 

(•2)  r/cr2zZ     i(f/„2+f/(;2); 

Il  désigne  le  rayon  decourbnrc  principal  elles  lignes  de  courbure 
de  la  surface  ont  pour  équations 

Il  =:  cunst.,         V  =  const. 

(voir  Dakbolx,  Leçons  su/-  la  théorie  générale  c/es  surfaces,  t.  I, 
p.  3 12).  Sur  la  normale  en  un  point  quelconque  Mq  de  la  surface 
niinima  portons,  de  pari  et  d'autre  du  pied  de  la  normale,  deux 
longueurs  égales  MoM,,  MqIVJoj  variant  d'une  manière  continue 
quand  on  se  déplace  sur  la  surface  S.  Les  deux  points  Mi,  Mj 
décrivent  deux  surfaces,  S,,  So,  dont  il  est  aisé  d'avoir  l'élément 
linéaire.  On  aura,  par  exemple,  en  désignant  par  1  la  longueur 
MoM,, 

dsl  = j^^ h  dk-^, 

(3)  '  , 

J    ,  .,       (X-+- R)V/«2-f- (A  —  R)^rfV2        ,^, 

«*2  =  5 hdV^; 

\  K 

les  éléments  superficiels  û?A,,  cl  A.,  de  ces  deux  surfaces  auront  de 
même  pour  expressions 

"M = K^r .  'i^Ji»!  Q^  ii^  (I)'] ..... 

Pour  que  ces  éléments  superficiels  soient  identiques,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait 

[àTcJ  ""  \^/ 
ou 

du  Ov 

c'est-à-dire 

"k  =  o(u  -\-  i>)  (Ul  X  =  o(m  —  v), 

o  désignant  une  fonction  arbitraire.  En  remarquant  maintenant 
(|uc  les  équations 

u  -i-  f  =  const. ,         u  —  i>  =  const . 


(4) 
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représenleni  les  deux  systèmes  de  lignes  asymptotiques  de  la  sur- 
face, on  est  conduit  au  théorème  suivant  : 

Etant  donnée  une  surface  minima  quelconque,  sur  chaque 
normale  on  porte,  à  partir  du  piecl^ÏQ  de  la  normcde  et  départ 
et  d^ autre  de  ce  point,  deux  longueurs  égcdes  IVloM,  et  M0M2, 
la  longueur  MoM,  restant  constante  quand  on  se  déplace 
suivant  une  ligne  asymptotique  de  l'un  des  systèmes  et  variant 
suivant  une  loi  quelconque,  quand  on  passe  d'une  ligne  asym- 
ptotique à  une  autre  du  même  système;  les  pointsMf ,  Ma  décri- 
vent deux  surfaces  S, ,  So,  telles  qu'un  pinceau  de  normales  à  la 
surface  S  découpe  sur  ces  deux  surfaces  des  aires  équiva- 
lentes. 

On  peut  d("duire  de  cette  propriété  la  solution  de  certains  pro- 
blèmes de  déblais  et  de  remblais. 

Prenons  une  portion  finie  S  de  surface  minima  sans  point  sin- 
gulier et  formons,  comme  il  vient  d'être  expliqué,  deux  portions 
finies  de  surface  S)  et  So  ;  si  l'on  suppose  ces  deux  surfaces  S,  cl 
So  comprises  tout  entières  à  l'intérieur  des  deux  nappes  de  la  sur- 
face, lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  S,  les  normales 
à  la  surface  S  permettront  d'effectuer  le  déblai  de  Sj  sur  So  et 
fourniront  le  minimum  absolu  du  travail,  pourvu  que  la  portion 
S  de  surface  soit  suffisamment  petite  [voir  Appell,  Mémoire  sur 
les  déblais  et  les  remblais  (Journal  des  Savants  étrangers, 
t.  XXIX,  p.  i5)]. 


Sur  un  déterminant  r<'ititirqii(d)l<' ;  par  G. -A.  Lais.vjnt. 
Soit  le  déterminant 


(0 


f^O  (t\  ''<2        '''s 

-I         .r         00 
Cl     — I         .r       c» 


o  c)  Cl  n 


...  c»        0 

—  I  .r       o 
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Il  csl  l"a(;il(;  de  tiémonlicr  que  ce  déteriuiiianl  csl  id<!rili(jiu:  an 
|)()l viiôinc  cnlicr 

(  }.  )  «0-^'"  -1-  «i.r"'-i  -4-  . . .  -f-  a,„  =fix). 

En  effet,  si  on  le  dévclo|)j)e  suivant  les  éléments  de  la  première 
colonne,  on  a 

...        o 
...        o 

...        o 


X 

o 

o 

o 

-I 

X 

o 

o 

o 

—  1 

X 

o 

«1 

«2 

«3 

a  m 

—  I 

X 

O 

o 

o 

—  I 

X 

... 

o 

•  .  . 

•  .  . 

.  .        —I 

X 

o 

o 

o 

0 

O 

— I 

X 

Le  premier  de  ces  deux  déterminants  se  réduit  évidemment  au 
terme  de  la  diagonale  .r"*,  et  le  second  est  identiquement  de  même 
forme  que  (i),  mais  compte  un  élément  de  moins  par  côté.  Si  donc 
la  propriété  est  établie  pour  le  déterminant  de  [m  —  i)-  éléments, 
elle  le  sera,  par  cela  même,  pour  celui  de  m-  éléments.  Or,  pour 
deux  éléments. 


1       X 


elle  est  évidente,  ce  qui  démontre  l'identité  des  deux  expressions 
(i)  et  (a). 

Si,  dans  le  déterminant  (i),  on  remplace  tous  les  éléments  — i 
par  — y,  ce  qui  donne 


(!') 


on  aura  une  expression  identique  à 

('ï )  aoX'"^-!-  «i37'"-ijK  -i-  aiX"^-^y--\-  ...—-  a„i-i.Ty"^-'^-{-  amf'"  —  o(x,y). 

Cette  remarque  très  simple  permet  donc  d'écrire,  sous  forme  de 
déterminant,  soit  un  polynôme  entier  en.^',  soit  une  forme  binaire 
de  degré  quelconque. 


«0 

a, 

a-i 

«3 

a  m 

-I 

X 

o 

O 

o 

o 

-y 

X 

O 

o 

o 

0 

-y 

X 

•  ■■   —y 

X 

o 
o 

o 

o 

:,  1  „    . : 

o 

-y 

X 
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La  loi  de  formalion  tics  dérivées  du  déterminant  (i)  est  assez  in- 
téressante. Si,  au-dessous  des  termes  delà  première  ligne,  on  écrit 
suecessivement  o,  i,  2,  3,  ...de  droite  à  gauche,  de  manière  à 
former  le  Tableau  suivant  : 


«0  «1           c,i 

m  m  —  I  m  —  -i 

in  —  I  m  —  2  m  —  3 

m  —  '1  m  —  3  m  —  \ 


■l  I  O 

I  O 

O 


et  si  l'on  remplace  cette  première  ligne  par  les  produit? 

1°  des  cléments  des  2  premières  lignes 
•2°  »  3  » 


]  «le  ce  Tableau, 


on  aura  successivement,  en  suppi^imant  chaque   i'ois   la  dernière 
ligne  et  la  dernière  colonne  du  déterminant  obtenu, 

f\x),    f"(x),      ...,     ,pp^ix),      .... 

Si  l'on  faisait  la  même  opération,  en  conservant  seulement  le 
même  nombre  d'éléments,  au  lieu  de  supprimer  chaque  fois  une 
ligne  et  une  colonne,  on  aurait 

Une  règle  analogue  permet  de  former  les  dérivées  de  la  forme 
binaire  (i')  ou  ('2).  On  écrira  le  Tableau 


(y) 


I       m 
X)  )    ni- 


(X) 


0 

I 

2 

0 

I 

■>, 

3 

«0 

'i\ 

a. 2 

«3 

m 

ni  — 

• 

ni 

— 

2 

//i 

—  3 

—  1 

m  — 

2 

ni 

— 

3 

m 

-4 

/n  —  3  ni  —  2  /n  —  1 

/«  —  2  m  —  1         /n 

2  I                      O 

l  O 


On  comptera  n  lignes,  à  partir  de  celle  desr^,  dans  la  région  (X), 
p  lignes  dans  la  région  (Y).  Formant  alors  le  produit  des  éléments 
(pii  se  trouvent  dans  une  même  verticale,  et  prenant  ce  résultat 
pour  |)reiiiièic  ligue  du   délerminaiil,   eu   supprimaul   au  fur  et  à 
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mesure  aiilanl  de  colonnes,  à  gauche  on  à  droite,  el  aulanl.  de 
li-^nos  au-dessous  de  celle  des  a.  ou  au  bas  du  délerniinanl,  qu'il  y 
a  de  produits  égaux  à  zéro,  on  a 

dx'^  dyP 
Va\  ne  supprimant  ni  lignes,  ni  colonnes,  on  aurail 

f/«-t-/'cf(.r,j) 


xn-yP 


dx"^  dyP 


Sur  les  nombres  de  liernoiiiU;  par  M.   M/Vukick  d'Ocagke. 

Deux  Noies  récentes  (')  ayant  attiré  l'attention  de  la  Société 
matliéniatique  sur  les  nombres  de  Bernoulli,  je  saisirai  cette  oc- 
casion pour  rappeler  et,  en  même  temps,  pour  simplifier  l'expres- 
sion g<''nérale  explicite  de  ces  nombres  (-)  que  j'ai  donnée  dans 
mon  Mémoire  :  Sur  une  classe  de  nombres  remanjudJiU's. 

Ces  nombres  remarquables,  que  je  désigne  par  la  notation  K^^ 
et  que  je  définis  par  les  relations 


Kj 


ic=/>k;;,_, -i-K 


l>  ,      TiT/'-l 


in  —  \  j 


relations  qui  se  traduisent  par  un  triangle  arithmétique  analogue 
à  celui  de  Pascal,  ont  l'expression  générale  suivante,  obtenuedans 
mon  Mémoire  [formule  (5')], 

,  _  /?"'  -  C;,(/)  —  i)"'  +  C;,(/?  —  iY^  —  . . .  -4-  (—  ly-i G/;-i  yn 

^'^  "'~  1.-2.3  ...p 

Cela  dit,  je  rappellerai,  en  quelques  mots,  la  marche  que  j'ai 
suivie  pour  parvenir  à  la  formule  qui  donne  explicitement  les 
nombres  de  lîernoulli. 

Et  tout  d'abord,  la  définition  de  ces  nombres  à  laquelle  je  me 
suis  conformé  est  celle  qui  résulte  delà  considération  du  dévelop- 


(•)  Bidlclin  de  la  Société  Malhcmatique,  l.  XVI,  pp.   i!\'\  et  157. 
{')  American  Journal  0/  Malhemaiics,  t.  IX,  p.  38o. 
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pemenL  (') 

e^^  —  i  ' 
cl  qui  donne 


Bo 


H, 


x^ 


Bo-i 


B4  =  5'ù, 

B,=i, 


"6  —   ii> 
B2«+l  =  o. 


Bs  = 


Avec  cette  définition  B,„  est  le  coefficient  de  p  dans  le  dévelop- 
pement de  i'"  H-  :i'"  +  .  .  .  +/>'"  suivant  les  puissances  de/).  C'est 
la  remarque  sur  laquelle  je  me  suis  appuyé. 

Je  vais  indiquer  maintenant  le  rapprochement  des  différents 
passages  de  mon  Mémoire  d'où  résulte  la  démonstration  de  ma 
formule. 

.Te  commence  par  faire  voir  [n°  14,  formule  (^3)]  qu'en 
posant 


^  •  =  .7?  -^• 


Y,=  -.Y„ 


'^'^di"^" 


Y  -i-  K2       tY' 


Kf'  +  l  -rrriYdn)- 


puis,  a|)j)liquant  cette  formule  à  la  fonction  Y=^joP,  pour  la- 
quelle un  calcul  direct  donne  Y„i  =  (^p  -\-  \)"^xP^  j'obtiens  [n"  15, 
formule  (2/1)], 

Cn-i-iV'»  —  K I        _i_AiK2       _j_  _j_A'«K"'+i 

\P  -r-  11       —  "■//;  +  !   ^^  "-p  '^in  +  \  -|-   .  .  .   -t-  ^V/,   ^^-w+l  ; 

A"*  ('lant  le  nombre  des  arrangements  de  p  objets  m  à  m.  Après 
remplacement  de  m  par  m  —  1 ,  cette  formule  donne  (n*'  15) 

,7«-l    _    Kl__ 


K'    - 


p> 


Kî„ 


) 

A'_,K  = 


A/'-'  KP 


(')  Quand  on  définit  les  nombres  de   Hcrnoiilli  au  moyen  du  développement 

a;  „        R,  B.  n,. 

— —  B. -1 — '■  x-\ x^+  ...-\ —  x'"+  ..., 

e*  —  i  °        I  1.2  \  .■i. .  .m 

ils  ont  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus,  sauf  H,  qui  est  alors  égal  à  —  ^.  La  gé- 
néralité de  la  formule  (S)  rie  la  présente  Note  esl  nn  argument  en  faveur  do  la 
définition  ici  admise. 
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Additionnant  ces  égalités  après  avoir  multiplié  la  première  par 
I,  la  deuxième  par  2,  ...,  la/>"""^par /?,  j'ai  [u"  27,  formule  (4")] 

i/«  +  .j,>n  ^_ . . .  ^pni  =, , ! G2^,  k;„ -i-  -i !  G;Ui  K?„ -^  . . .  -i-p !  c;;:}  K^, . 

On  tire  aisément  de  là,  pour  le  coeflleient  de />,  fjui  est,  comme 
nous  l'avons  dit,  B,„  [n"  i29,  formule  (54)], 

K'  l'K^         j'K^  (m 1 1  '  K'" 

^■^>       "'"-     2  3  4  •••+11;  „,_^j 

Telle  est  l'expression  à  laquelle  je  me  suis  borné  dans  mon 
Mémoire;  mais  si,  tirant  maintenant  de(i)  les  valeurs  de  R*„,  K^, 
...,  K™  en  fonction  de  /»,  je  porte  ces  valeurs  dans  (2),  je  fais 
disparaître  les  nombres  particuliers  sur  les  propinétés  desquels 
était  basée  mon  analyse,  et  j'obtiens,  après  quelques  réductions 
dont  on  retrouvera  aisément  le  détail,  l'expression  suivante,  remar- 
quable par  sa  simplicité, 

1J.=1  L  >-=!J.  J 

où  Çy  est  le  nombre  des  combinaisons  de  p  objets  q  k  q.  De  cette 
façon,  les  nombres  de  Bcrnoulli  se  trouvent  exprimés,  et  très  sim- 
plement, au  moyen  des  coefficients  du  binôme.  Pour  m  impair, 
B„j  étant  nul,  la  formule  (3)  donne  alors  une  propriété  particulière 
de  ces  derniers  nombres. 


Sur  les  courbes  de  M.   Bertrand  ;  par  M.   Gii.   Bioche. 

On  sait  que  la  détermination  d'une  courbe  de  M.  Bertrand,  c'est- 
à-dire  d'une  courbe  dont  les  normales  principales  sont  normales 
principales  d'une  seconde  courbe,  se  ramène  aux  quadratures. 
Les  formules  qui  donnent  la  solution  de  ce  problème  sont  suscep- 
tibles d'une  interprétation  qui  me  parait  curieuse. 

1.  M.  Serret  a  montré  dans  une  Note  (citée  par  M.  Liouvillc 
dans  son  édition  de  Monge,  note  I),  que  les  différentielles  des  coor- 
données des  points  d'une  courbe  peuvent  s'exprinier  par  l'un  des 
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flx 
sin6 

dx 


dy 


-  cosO 
dy 


o(0) 


dd. 


(I +  ?"')■' 


osO        0(0) 


r/0. 


syslcmes 
(•) 

(^^  sinO  ~  —  cosO        0(0)  n-cp^+o'^ 

Il  et  T  élant  les  rayons  de  courbure  et  de  lorsion  de  la  courbe  con- 
sidérée, et  '^(6)  une  fonclion  arbitraire  de  la  variable  indépen- 
dante 0;  les  accents  indiquent  des  dérivées  prises  par  rapport  à  0. 
Entre  les  courbures  d'une  courbe  de  M.  Bertrand  existe  une 
relation  que  l'on  peut  écrire,  a  et  'l  étant  des  constantes, 


.(3) 


On  déduit  des  équations  précédentes,  par  combinaison. 

~v/l  -4- 


dx  (  i^  -  ^r 


-?'' 


col<]; 


L  (j^ry  "^' 


.,    ^     ,,     sui 

2  +  ^2j 


Or/0, 


cl  deux  expressions  analogues  pour  dy  et  dz,  de  sorte  que  les 
coordonnées  des  points  d'une  courbe  de  M.  Bertrand  se  détermi- 
nent |)ar 

\/l  -f-  to"-  -t-  c 


dx    _       dy       _     dz 
sinO  ~~   —  cûsO        çf  (0) 


2.   Si  l'on  pose 


L   (i  +  ?2)-' 


COl<\i 


-^d^- 


(G) 


(T) 


r/X,  _      r/Y, 

siiiO        — cosO 


dXî 
sinO 


d\. 


dZ, 

0(0) 


v/ 


o 


O  -i-  o" 


f/O, 


r/O. 


-  cosO        «f  (0)  I  -I-  o-  - 

la  courbe  {i^l)  dontlespoinls  auraient  pour  coordonnées  (X,,  ^  ,,  Z,) 
sera  une  enuihe  à  couil)ure  constante  ;  et  la  courbe  (T)  dont 
les  points  auraicnlpour  coordonnées  (X^,  Yo,  Z^)  sera  une  courbe 
à  lorsion  constante  -•  Toute  courbe  (l>)  donnée  \yAV  les  équa- 
tions 
(15)  ./■=:  a\,+  f-JX..  )•=  aY,  +  [iV.2,  z^'x'Lx^'fLi. 
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a  cl  (3  (Uanl  des  conslanlcs,  sera  une  courbe  de  M.  IJcrlrand  dont 
les  conslanlcs  scraicnl  données  par 

a 

a'  =  a%,         cot'i/  = —  - 
a 

Cl  invcrscmcnl,  on  voit  que  toute  courbe  de  celte  nature  peut  se 
représenter  par  les  équations  (B)  lorsque  les  constantes  a  et  fj  et 
la  fonction  '^  sont  convenablement  choisies.  Or  ces  dernières 
équations  ont  une  analogie  visible  avec  celles  qui  donnent  les 
coordonnées  des  j)oinls  d'une  droite  en  fonction  des  coordonnées 
de  deux  de  ses  points;  c'est  ce  qui  conduit  à  l'inlcrprc-tation  an- 
noncée. 

3.    Les  équations 

représentent  une  courbe  homotliétique  à  la  courbe  (B)  si  Tony 
considère  a  et  ^  comme  constantes;  si,  au  contraire,  X),  Y,,  Z|  ; 
Xo,  ^2?  Zio  sont  supposées  constantes,  ces  équations  représentent 
une  droite  D  qui  rencontre  les  courbes  (G)  et  (T)  en  deux  points 
M|  et  Mo,  correspondant  à  une  même  valeur  de  la  variable  0.  Le 
lieu  des  points  qui  divisent  les  segments,  tels  que  MiMo,  dans  un 
rapport  constant,  est  une  courbe  de  M.  Bertrand. 

La  surface  lieu  des  droites  D  est  une  développable.  En  elfel, 
aux  points  M,  et  Mo,  les  tangentes  aux  courbes  (G)  et  (T)  sont 
parallèles.  Leurs  coelïieients  directeurs  étant  proportionnels  à 

sinO,      —  cosO,     cp(0), 

il  en  est  de  même  d'ailleurs  pour  la  tangente  à  toute  courbe  dé- 
crite par  un  point  M  qui  divise  M,  Mo  dans  un  rapport  constant; 
il  n'y  a  donc  qu'un  plan  tangent  pour  chaque  génératrice;  ce  qui 
montre  que  la  surface  est  développable. 

i.  En  résumé  :  ou  peut  détenniiier  deux  courbes.  Lune  à 
courbure,  V autre  à  torsion  constante,  de  façon  que  les  tan- 
gentes à  ces  courbes  soient  deux  à  deux  parallèles.  Sur  la 
développable  des  plans  déterminés  par  ces  couples  de  tangentes 
les  lieux  des  points  qui  divisent  les  génératrices  dans  un  rap- 
port constant  sont  des  courbes  de  M.  Bertrand . 
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On  peut  avoir  toutes  les  courbes  de  celle  nature  en  disposant  de 
la  fonction  arbitraire  dont  dépendent  les  deux  courbes  à  courbure 
et  à  torsion  constante,  ainsi  que  des  valeurs  absolues  de  leurs 
courbures  constantes. 

5.  On  peut  obtenir  les  coordonnées  de  l'arcle  de  rebrousse- 
ment  de  la  développable,  dont  il  a  été  question,  an  moyen  des  in- 
tégrales qui  expriment  les  coordonnées  des  points  des  courbes  (G) 
et(T).  Si  sur  une  génératrice,  correspondant  à  une  valeur  6  ^8' 
de  la  variable  indépendante,  on  prend  le  point  M  pour  lequel 
on  a 

v/l  -T-  (i^  -I-  Ci'2  o  -4-  O" 

les  différentielles  des  coordonnées  de  la  courbe  de  M.  Bertrand 
qui  passe  par  ce  point  deviennent  nulles;  ce  point  est  donc  sur 
l'arête  de  rebroussement.  Les  coordonnées  des  points  de  cette 
courbe  sont  donc  données  par 

3  3 

_    {O  -4-  o")(l  -+-  Ç.2j2Xj  — (l  4-  O-  -4-  o'-)^X2 
•^  —~^            '                      '                3  '  3 

(O  -+-   o")(l  -4-'f-)-  {l  -hO'  -r-  O'-)^ 

et  deux  équations  du  même  type  donnant  v  et  :;. 


Mouvement  cPun  point  pesant  sur  une  sphère.  —  Dclerniina- 
tion,  à  Vaide  des  conditions  initiales,  des  cas  où  le  mobile 
quitte  la  sphère;  par  M.  Chvilaiv. 

(Séance  du  aS  janvier  1889.) 

Soient  /•,  0  et  ::  les  coordonnées  semi-polain^s  (Tmi  jioinl  INl, 
de  masse  m^  placé  sur  la  surface  intérieure  d'une  splurr  <le 
rayon  /,  le  plan  des  .ry  étant  le  plan  liori/.oiilal  passaiil  |)ar  le 
centre,  l'axe  des  c  étant  dirigé  vers  le  bas. 

Les  équations  du  mouvement  sur  la  s[)lière  sont 

Idz 


(  9.  )  f/()  - 


\/o{  z) 

cldz 


—  ii;i  — 

en  posiiiil 

les  cotislanlrs  cliiiil  dniiiiccs  |)ar 

\|)|)(l(tiis  a,  |3,  Y  les  racines  de  'fi  :•)  '■  nons  savons  (|iie 

n\  -   I     --^-    Y      ^     '^^  ^"  ^    ^.  ^ 

Nons  avons,  pour  la  pression, 

celle  pression  sera  nulle  pour  une  valeur  ;,, 

Cherchons  les  cas  où  5,   sera  compris  enlrc  les  racines   a  el  jj, 
auxquels  cas  le  point  matériel  quittera  la  sphère. 

Pour  que  y.<CZ\  <^  P,  nous  voyons,  en  nous  reporlaiil  à  (/>), 
qu'il  faut  et  il  suflit  (|ue  —  /  •<  ^i  on 

(i>  />:^' 

el  que  cp{  3,  )  >  o  ou 
d'où 


En  supposant  (4)  satisfait  : 

T-   Si  r-77-^^-^T-?  f  ^'-  -^^  —  I  >  «;  'e  mobilc  quittera /orcr?- 

3(/2_    ~2)t;2    \^  g^.y 

/>?r///  la  sphère,  c'est-à-dire  quelle  que  soit  la  direction  initiale. 

II.   Si  ,,,,   ^    ,,  ,  f/^-  -îi)  —  I  <  o,  le  mobile  quittera  con- 

dilionnellement  la  sphère,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  directions 
de  la  vitesse  initiale  supérieures  à  l'angle  déterminé  par 

9>-V 


XVII. 
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équation  f|ni  aura  une  racine  si 

(6)  c'>o. 

l^e  premier  membre  des  deux  inégalités  considérées  peut  s'écrire 

laissons  de  côté  le  dénominateur,  qui  est  toujours  positif,  et  dé- 
composons le  trinôme  entre  crochets,  en  remarquant  que  ses  deux 
racines  sont  du  signe  de  z-q, 

(7)       -(r^-H^^o)[<'g-f(7-o  +  3v/9^|-8;O][^0-f  (7-o-3v/9-o--«/^)]' 

I.   Celle  expression  (y)  sera  positive: 

i"  Si,  en  supposant  9^q  <  8/-,  nous  avons 

celte  inégalité  implique  Z(f<io;  alors  (4)  est  forcément  vérifié, 
car  nous  pouvons  l'écrire 

2"  Si,  en  supposant  9-0  >  8/-  : 

(«)  ^0  <  o,  le  trinôme  a  ses  racines  négatives,  nous  avons 

vl-hffzo  <o  : 
l'inégalité  (4)  est  encore  satisfaite. 

(b)  ;:o>o,  alors  i'I-'rg^-o  est  positif,  nous  avons 

f  (7^0-  Vg-g-S^O  <  »'u'  <  f  (7^o+3v/95o--8/^): 

l'inégalité  (4)  est  vérifiée,  car  o'(3/_j-  2Z0)  est  supérieur  à  la  plus 
grande  des  racines  du  trinôme. 

II.   L'expression  ('j)  sera  négative  : 

1°  Si,  en  supposant  9^o<C  8/^,  nous  avons 

(«)  Z(,<i  o,  la  condition  (4)  et  la  précédente  nous  donnent 

^(  j  /  +  2  -0  )  >  i'I  >  --  irso  : 
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l'inégalité  (())  t'sL  forcéniciil  vérilit-c. 

(0)   Zq^o,  la  condilioii  (^i; -h  ,^Co  >  <>  t;sl  vériliéc  d'clle-niéinc, 
les  inégalités  (4)  el  ((>)  nous  donnent 

AM  '?  /  -f-  2^1,  »  >  r,7  >  •>,.i'-  j,i- 

:>,"  Si,  en  supposant  ()  ^i;  >- H /-  : 

(^)    Zo<i  «>,  nous  avons 

t'5  H-  ,^x;„  >  o. 

(ùette  condilion,  réunie  avec  (4),  nous  donne 
A'C  3  /  -h  9.  s«  )  >  p2  >  —  ffZo  : 
l'inégalité  ((i)  est  forcément  vérifi(''e. 

(b)  ^o>>  o,  nous  avons  pourrj;  des  valeurs  prises  en  dehors  des 
l'acines  du  trinôme. 

Mais  (())  indique  qu'il  faut  prendre 

or  ^g'Zo  est  inférieure  à  la  plus  petite  racine;  de  plus,  nous  de- 
vons satisfaire  à  (4),  de  telle  sorte  que  nous  pouvons  prendre 

I  (7.-0-  3/^-^^-87^;  >  ,-2  >  2,^z.o 
ou 

Kn  r('sum<'',  si  à  l'origine  : 

I.  Le  mobile  est  au-dessus  du  plan  des  xj'  : 
1"  Il  ([uittera  forcément  la  sphère  si 

2"  Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 

II.  Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  des  x)\  mais  au-dessus  du 
plan  ^  =  I  /y/à. 

Il  quittera  conditif)nnellement  la  sphère  si 

g(3l -\-iz.o)>  v^> -f.ffz^,. 
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III.   Le  mobile  est  au-dessous  du  plan  -  =  |  /y/a  : 
i"  Il  (juittcra  forcément  la  sphère  si 

■f  (7-0-^  Vd-G  -«'-)>  '\1  >  '|(7-o  — 3/9-^  —  8/2); 

'2°  Il  quittera  conditionnellement  la  sphère  si 

^(7^0- 3^/932- 8/=î)>i;|>  2^20 
OU  si 

^(3/-f-2So)>''5>f  (7-o+3v/9^-?.-«^0- 

Remarcpions  que,  dans  tous  les  cas  où  c'  est  positif  et,  par  suite, 
z-i  est  négatif,  le  mobile  quille  la  sphère  dans  rhémisphèrc  supé- 
rieur. Dans  le  cas  que  nous  venons  d'établir,  au  mouvement  sur 
la  sphère  succédera  un  mouvemenl  sur  une  parabole  située  dans 
un  plan  vertical.  Nous  pouvons  obtenir  Téqualion  de  celte  para- 
bole dans  son  plan. 

Supposons  que  le  plan  des  xz  soit  parallèle  au  plan  osculaleur 
en  ;,  à  la  Irajecloire  sphérique,  dont  o  est  le  rayon  de  courbure. 
Nous  savons  que  p  est  aussi  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole, 
et  le  rayon  du  pelit  cercle  de  la  sphère  déterminé  par  le  plan 
osculaleur, 

La  parabole  à  axe  vertical 

sera    la  Irajectolre  si  nous  exprimons  qu'elle   a    tin   contact    du 
deuxième  ordre  au  point  z^  avec  le  cercle 

ce  qui  aura  lieu  si  nous  prenons 

(P  — -2)ï 


? 

--^ 

-^i 

(3/2- 

z'\) 

7.  p2 

r> 

= 

— 

-H 

l'our   déterminer    0.    ne    faisons   plus    dliviiollièse   sur   le   plan 


—   117  - 

des  Z-f-i  le  ravon  de  courbure  en  ::,  esL  donné  par  la  formule 

—  =  iT  suia. 

P 

De  la  l'ornuile  connue 

V- =  2  ^'' Z  -+-  c' 

nous  lirons,  pour  z-  =  z-, 

Nous  savons  que 

dz 
dt 


y  \dt)  '^  \dt 


...     ;'  m 

mais  nous  avons 

r2  +  ;:2  =  /2 
et 

a"=/'cosO,         y=rs'\n^; 

d'où,  en  différentiant, 

dx  =  —  7- dz  —  y  <r/0, 

dy  =  —  ,  ^^   ^  dz  —  X  d^. 

•/  /2  _   --2 

Ces  formules,  conjoinlcmenl  avec  (i)  et  (2),  nous  donnent 

1    dx  _  xz       \/?(^)  <^vK 


(8) 


d'où 


dt  /2_^2  l  l^—Z^' 

dy  _         yz      vo(z)  ex 

di    ~~    l^—Z^    ~1.  ^    /2_22 


dz  __  ^^{z) 
Tt~  l      ' 


c')-2  +  c2^ 


faisons  z 


i\  79      > 


I        /c'3  -t-  27  .i?-"  c2 
sina=  - — -{/  — ■  


d'où  enfin 

-1  —  /-'/4  /_ 

'3 -f- 27  ^2^2 


?='''V?i 


—   118  — 
Soil  (t  la  distance  du  plan  de  la  parabole  à  l'axe  des  :;  :  nous  avons 

v/c'3-f-'27J?-2c2 

Remaiique.  —  Si  le  mobile  est  lance  sous  la  direction  ini- 
tiale 7-0  définie  par  l'équation 

le  mobile  ne  quitte  pas  la  sphère.  En  ellet,  cette  égalité  revient  à 

«fC-i  I  =  o; 
d'où 

^i  =  a. 

Au  point  a,  nous  savons  que  la  trajectoire  sur  la  sphère  a  sa 
tangente  horizontale;  la  parabole  à  axe  vertical,  qui  a  même  rayon 
de  courbure,  a  alors  avec  la  sphère  un  contact  de  troisième  ordre; 
elle  est  tout  entière  en  dehors  de  la  sphère  :  le  point,  ne  pouvant, 
par  hypothèse,  traverser  la  sphère,  restera  sur  cette  surface. 


Sur  une  propriété  caractéristique  des  lignes  géodésiques 
d'un  cône',  par  INI.  X.   Ajvtomaui  ('). 

On  sail  que  les  géodésiques  d'un  cône  peuvent  èlre  considérées 
comme  les  arêtes  de  rcbrousscment  des  développables  circon- 
scrites à  une  sphère,  et  réciproquement;  de  sorte  que  la  propriété 
dont  il  va  être  question  est  aussi  une  propriété  caractéristique  de 
ces  arêtes  de  rebroussement.  C'est  même  en  envisageant  les  lignes 
géodésiques  d'un  cône  comme  les  arêtes  de  rebroussement  de  dé- 
veloppables circonscrites  à  une  sphère  que  nous  allons  établir 
cette  propriété. 

Soient  X.,  y^  z  les  coordonnées  rcctangidaires  d'un  point  M 
d'une  courbe  gauche  (C),  arête  de  i-cbrousseinenl  d'une  dévelo|)- 


(')  J'avais  achevé  la  rédaclion  de  cette  Noie  lorsque  j'ai  appris  que  M.  Knncpcr 
s'clail  occupe  du  mcmc  Mijcl.  .lo  n'ai,  (l";iilli'ur<.  piis  pu  mo  prix-iircr  le  Iravail  du 
géouictre  allemand.  • 
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pable  circonscrite  à  la  sphère  S  de  rayon  /•  avant  son  centre  à 
l'orif^ine.  Appelons,  suivant  l'Iiahitude  : 

a,    [3,    Y   les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C); 
a,,  [3,,  y,  ceux  de  la  normale  principale; 
aj,  [io,  "'.j  ceux  de  la  binorniale. 

Le  plan   osculateur   en  M   à  la  courbe  (C)  étant  tangent  à  la 
sphère  S,  x^yi  ^  satisfont  à  la  relation 

(  i)  a^  J-  -I-  ^^-yy  -+-  '(-iz  =  r. 

Prenons  comme  variable  indépendante  Tare  .v  de  la  courbe  (C) 
compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire,  et  dilTérentions  deux  fois 
successivement  les  deux  membres  de  la  relation  (  i).  L'emploi  des 
formules  de  Serret  conduit  alors  facilement  aux  expressions  sui- 
vantes des  coordonnées  x,y,  z  du  point  M 

X  =  r(-X2  —  Oa). 

s  =  /-(Y.— Oy), 

où  0  désigne  le  rapport  5  du  rayon  de  courbure  au  rajon  de  tor- 
sion. 

De  ces  relations  on  déduit 

clx  — —  /a  il%, 

dz  =  —  >•';  dt). 
et  enfin 

d}i'-=  i-um. 

il  suit  de  là  (|ue  le  rapport  des  deux  courbures  de  la  courbe  (C) 
est  une  fonction  linéaire  et  entière  de  l'arc  s. 

Réciproquement,  toute  courbe  qui  jouit  de  cette  propriété  peut 
être  considérée  comme  l'arête  de  rebroussement  d'une  dévelop- 
pable  circonscrite  à  une  sphère,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
comme  une  géodésique  d'un  cône. 

Soit,  en  effet, 

P         s  -+■  So 


-   120  — 
/■  désignant  une  constante.  De  cette  relation  et  des  suivantes, 

ds         p  ds  - 

on  déduit  facilement  léquation 

rfa.,  r/a 

ds  ds 

Celte  équation  est  identique  à 

rfao  dT. 

y.  ^-  r  —} a  —  (  5  -^  i„  )  —  =  o, 

«5  (IS 

dont  le  premier  membre  est  la  dérivée  exacte  de  x-h?-y.-2  —  ('5-f-5o)a 
par  rapport  à  s.  On  en  déduira  donc 

X  -h  rx.2  —  x(s  ^  s„  )  =  a. 

et  les  équations  analogues 

z  -+-  r'i-j  —  y(s  -+-80)  =  c. 

Ces  trois  équations,  multipliées  respectivement  par  aj,  jiio,  v^  et 
ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

Xîix  —  a)  -^  '^2(y —  b)-\-'(2(z  —  c)-h  r  =  o; 

ce  qui  montre  que  la  distance  du  point  {o,  0,  c)  au  plan  oscula- 
teur  de  la  courbe  est  constante  et  égale  à  /-et,  par  cons('(|uenl, 
que  ce  plan  est  constaminent  tangent  à  la  sphère  de  centre 
(rt,  /;,  c)  et  de  ravon  r. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qui  fait 
l'objet  de  cette  courte  Note. 

Dans  toute  géodésique  d'un  cône,  le  rapport  ^  du  ravon  de  cour- 
bure au  rajon  de  torsion  est  une  fonction  linéaire  et  entière  de 
l'arc  de  la  ligne  géodésique,  et,  réciproquement,  toute  courbe  qui 
jouit  de  cette  propriété  est  une  géodésique  d'un  cône. 

Voici,  du  reste,  la  démonstration  géomt-lrique  de  la  proposi- 
tion et  de  sa  r('ci|)roque. 

Soit  M'  le  point  où  Ir  |dan  oscillateur  en  INI  touche  la  sphère. 
Le  lieu  du  point  M'  est  une  courbe  splu-rique  (C)  orthogonale 
aux  droites  iMM',  de  sorte  que  (C)  est  une  développée  de  (C). 
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Soicnl ,  d'iiulrt;  part, 


M„,  M'y  un  couple  de  points  correspondants; 

.V     l'arc  Mo  M; 

/     la  lonj^ueur  MM'; 

/„  la  longueur  M„M',, . 


On  sait  que  l'on  a 


s  =  l  —  In. 


Ceci  pose,  déplaçons  infiriimcnl  peu  le  ()()inl  M  en  M, ,  et  soit  M', 
le  point  correspondant  sur  la  sphère  O. 


1m  ii. 


Puisque  OM'  est  normal  à  l'arc  M'M, ,  on  a,    dans   le    triangle 
OM'M',, 

(•2)  M' M'i  =  CM'  X  ansie  I\1'0  M', . 

On  peut  maintenant  considérer  les  deux  tangentes  MM'  et  MiM', 
comme  se  coupant  en  M,  et  alors  le  triangle  M'M',  M  donne 

(3)  M'I\1',  =  iMM'x  angle  M'MM'i- 

Mais  l'angle  M'OM',  est  évidemment  l'angle  de  deux  biuormales 
consécutives  à  la  courbe  (G);  et  de  même  M'M  M',  est  l'angle  de 
deux  tanaentes  consécutives  à  cette  même  courbe.  On  a  donc 


MO  Ml  =  4-' 
M  MM',  =  — . 
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D'ailleurs  0M'==  y,  el,  en  divisant  membre  à  membre  les  relations 


(^) 

et  (3), 

on 

ol 

)lic 

•nt 

facili 

ement 

isr.M' 

r 

= 

P 

ou  1 

!)ien 

/ 

=  ^  = 

s 

-4_ 

h 

Ainsi  le  rapport  du  rayon  de  courbure  au  rayon  de  torsion  est 
une  fonction  linéaire  et  entière  de  l'arc. 

Kéciproquement,  si  une  courbe  (C)  jouit  de  cette  propriété, 
elle  est  la  développée  d'une  courbe  sphérique  et,  par«uile,  l'arête 
de  rebroussement  d'une  développable  circonscrite  à  leur  sphère. 

Portons,  en  effet,  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (C)  la  lon- 
gueur ]MM'=  1  =  s  -{-  Iq.  Supposons,  d'ailleurs,  que,  pour  chaque 
point  M  de  la  courbe  (C  ),  on  ait 

p    _   S-^  Iq 

T  r 

Iff  et  X  désignant  des  constantes.  Le  lieu  du  point  M'  est  une  tra- 
jectoire orthogonale  (G)  des  génératrices  de  la  développable  en- 
gendrée par  les  tangentes  à  la  courbe  (G);  celle-ci  est  dès  lors 
une  développc'e  de  (G').  Tout  revient  à  prouver  que  (C)  est  une 
courbe  sphérique.  Gonsidérons,  en  effet,  deux  génératrices  voi- 
sines MM',  M,  M,  et  menons  les  normales  en  M'  et  M',  à  la  dc'-ve- 
loppable  dont  (G)  est  l'arête  de  rebroussement.  Gomme  (G')  est 
ligne  de  courbure  de  cette  développable,  les  normales  se  coupent 
en  un  point  O. 

Appelons  1  la  distance  OM'.  On  a  alors,  comme  plus  haut, 

MM'  _  angle  M' 0  M', 


ou 


Or  on  a  aussi 
donc 


),  —  /•  —  rnii'-l . 
La    noiinalir  ({('Ncloppablc,  lieu  de   la  droite  M'O,  est  donc    un 
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cùiie  iiviiiiL  son  sominel  en  (),  et  la  spl^'-re  de  centre  ()  el  de 
rayon  /■  toiiclie  lout  le  loni;  de  (C)  la  d(''veloj)[jahie  lieu  de  ALM'. 
La  ré(:i()ro<jiic  est  donc  démontrée. 

On  i)eut  enfin  rattacher  la  pioposilion  pn'-cédenle  à  un  ordre 
d'idc'-es  plus  g<-n(''ral  se  rapportant  aux  lignes  géodésiques  d'une 
surface  d('veloppable. 

Prenons,  en  elï'et,  comme  variable  ind('pendanle  l'arc  7  de  Tin- 
dicatrice  sphérique  de  la  développable,  et  appelons  s  l'arc  de 
l'arête  de  rebroussement  compté  à  partir  d'une  origine  arbitraire. 
L'élément  linéaire  de  la  surlacc  est  de  la  forme 

•  dS -  =  du- -h  (u  —  s)'- di- . 

On  considère,  bien  entendu,  .y  comme  une  fonction  de  t.  Au  reste, 
si  l'on  appelle  A  la  distance  d'un  point  .M  de  la  surface  au  point 
de  contact  avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  génératrice  qui 
passe  par  ]M,  on  a 

«  —  X  -I-  s, 

ce  qui  complète  la  définition  des  variables  coordonnées. 

Ceci  posé,  les  lignes  géodésiques  de  la  surface  s'obtiennent, 
comme  l'on  sait,  en  intégrant  l'équation 

On  obtient,  es  désignant  une  constante, 

Q  ^  u  co.s((T  —  ^  )  +  S  s  sin(cr  —  o)d^, 
et  l'équation  d'une  ligne  géodésique  quelconque  est  alors 

ou  bien 


=  const. 

do 


fsco^(a  —  o)  da -^  G 

u  =  ■>- )— '-^ 

sin((T  —  o) 

Si   mainlcnant  on   désigne  par   S  l'arc  d'une    géodésique,   on 
trouve  facdement 

dS^  _     (u  —  s)^ 
dj^  ~  sin2(<j  — 'j)  ' 
ou,  au  signe  près, 

r/S  _  C  fps\n{a—'^)d'S 


(4) 


f/fi        sin2(5  — ç>)  sin2(î  —  ^) 


—  124  — 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  l'arèle  de  rchroussemenl  de 
la  dëveloppal)le. 

Remarquons  à  présent  que  la  ligne  géodésique  considérée  fait 
avec  la  génératrice  qui  passe  par  un  de  ses  points  un  angle  w,  tel 
que 

tangto  =  —  tani;(a  —  o). 

D'autre  part,  M.  Paul  Serret  a  démontré,  dans  sa  thèse  (p.  iSq), 
qu'en  chaque  point  d'une  ligne  géodésique  tracée  sur  une  surface 

développable,  le  rapport  ^  des  deux  courbures  est  égal  à  la  tan- 
gente de  son  inclinaison  sur  la  gént-ratrice  correspcyidante  de  la 
surface.  On  aura  donc 

jr-    =  —  COI(ct  —  9  ). 

no 

Or,  dans  la  formule  (4  ),  le  premier  terme  du  second  membre 
est  justement  la  dérivée  de  —  cot(T  —  o).  Posant  alors 


f  hsin(<j  —  o)ch        . 

■'- i !— T=     fia) 


et  intégrant,  il  vient 


De  cette  formule  on  peut  déduire  |>lusieurs  conséquences. 
En  voici  deux  très  simples  : 

1°  Si  la  surface  développable  est  un  cône,  p  =  o,  et  Ion  obtient 
la  formule 

o  —  Ofl  ^^  G  "iT"  ' 

1«2 

démonlr(''e  plus  haut  de  deux  manières. 

•>/'  Si  l'arête  de  rcbroussement  de  la  (h'velopjiable  est  une 
courbe  dont  la  première  courbure  est  constante,  on  a  encore,  en 
intégrant, 

o       c   _  r  rii  ^  acos(g  — cp) 
R2  siii'^^a  — cp) 

OU  l)icn 
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A^ole  sur  l'inlégralioii  fies  ('qualions  aux  déi-ùuu's  jxi  ri  telles 
du  seeond  ordre  ; 

par  F.  GoMEs  Tkixeuia. 


].  Je  vais  considérer  l'équation  aux  dérivées  partielles  du 
seeond  ordre 

(i)  H/-  -4-  2K5  +  L<  +  M  +  I\(/-^  —  .v^)  =  o, 

où  H,  R,   f.,  M,  N  représentent  des  fonctions  de  .r,   )-,  3,  /?,  q,  cl 
où  l'on  pose,  suivant  l'usage, 

dz  dz  d-^z  <Pz  d^z 

^         ô.r  r)f  ox'-  ôxOy  ôj^ 

M.  Imschenctsky  a  ("ait  voir,  dans  son  Étude  su/-  les  méthodes 
d^ intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  (pages  i3o  et  i3i  de  la  traduction  par  M.  J.  Hoiiel),  que 
cette  équation  peut  être  transformée  dans  une  équation  linéaire, 
quand  on  connaît  une  intégrale  primitive  particulière  avec  trois 
constantes  arbitraires.  Ensuite,  en  se  basant  sur  les  imporlantes 
recherches  sur  la  théorie  des  intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  publiées  par  Ampère  dans  les  Cahiers  XVII  et  XVIII 
du  Journal  de  V Ecole  Polytechni<jue,'\\  fait  voir  que  cette  équa- 
tion se  simplifie  considérablement  quand  cette  intégrale  satisfait 
à  un  ou  aux  deux  systèmes  d'équations  de  la  rr//v^c^<^'/w^;Vy;/(',  aux- 
quels Monge  et  Ampère  ramènent  le  problème  de  l'intégration 
de(i). 

Comme  la  théorie  d'Ampère,  qui  ne  se  prête  pas  aisément  aune 
exposition  succincte,  ne  se  trouve  pas  dans  les  Traités  systéma- 
tiques de  Calcul  intégral,  je  crois  qu'il  ne  sera  pas  inutile  de  voir 
comme  on  obtient  les  mêmes  résultats  par  des  considérations  di- 
rectes. C'est  le  but  (|uc  nous  nous  proposons  dans  cette  Note. 

^.    Soit 
une  intégrale  partuulière  de  (1)  avec  trois  eoiislautes  arbitraires 


-  I2(>  - 

a,  [i,  Y,.  Nous  avons  ridentilc- 

(3.,       H.  _-^.K,  ^-^H-L.  —  H-M.  +  ^.l^-    __(^._j  J=.o, 

où    H(,  R,,  L,,  M,,  N|    représentent  des  fonctions  de   (o,  x,  y, 
dui     dio 
àx    dy 

M.  Imschenetsky  considère  ensuite  a,  [i,  Yj  comme  variables  et 
introduit  en  (i),  au  lieu  de  la  variable  dépendante  z,  la  variable  r, 
déterminée  par  (2)  et,  au  lieu  des  variables  indépendantes  x  et  )', 
les  variables  a  et  [3  déterminées  par  les  équations 


U) 


Pour  obtenir  l'équation  dans  laquelle   se  transforme  de  cette 
manière  l'équation  proposée,  on  tire  de  (2) 

dto  ■  dto 

P=Tx'         "J^Jy' 


dto         div  dr^ 

dio         dm  dr^ 

dit          dr,    doL           ' 

ïïp"  ^  ^  7)^ 

d-  w          /(^P        dp  dr,  \   dji          /  dp 
dx'-  "^  VrJa  "*"  dr^  doL )  dx  "^  \d'^ 

dp  dr,\  d'i 
'^  ih^  dy  dx'' 

d-  w          /  dp        dp  dr^  \   doL         /  i)p 
dxdy  "^   \dQL     '    de,   dx  )  dy  '^  \ j)'^ 

dp  dr,\  d^ 
^  dr,   0'^)  dy' 

d-ui          /dq        dq  dr,\  dx          / dq 
àyi     ■     \dx  ^  dxi   dx)  dy  "*"   \  à^ 

^dqdr,\d?^ 
'    dr^  d'^J  dy' 

t  — 


ensuite  on  substitue  dans  les  expressions  précédentes  de  r,  s,  t  les 

,  .       dx       d}       dT.       d'^  1'  .•  I  '  .•  I 

valeurs  de  -r-?  t->  -r  '  —  fîue  i  on   tire  des   équations  du  premier 
àx    dx    dy    dy   ^  •  ^ 

degré  qui  résultent  de  la  dififérentialion  des  deux  équations  (4), 
par  raj)port  à  x  et  h  y;  et  enfin  on  substitue  les  valeurs  qui  résul- 
tent pour  /•,  5,  t  dans  l'équation  (i).  On  trouve  de  celte  manière, 
ajanl  égard  à  (3),  r('quation  suivante  : 

où  H.  S,  T,   U  sont   des  fonctions  de  a,    fj,  y,,  — ' ,  -7^  doniK-es  par 
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les  ("ormulcs  snivanles  : 


àpi   fhr^\   fdqi        <)q\  fh^ 


rkD 


\d<^  dv)    d[î/  Vda  (^-f)   d<xl\ 

[_  da"^  rfac^-f)    ôo!.        âr,'-   \()ol/  J 

OÙ  je  pose,  pour  abréger, 

dt'j  (ko  à'-Lo  ô'-M  d'-to 

'  iKr  '         dy  àx-  ùxay  <\y- 

3.  Cela  posé,  j'enlre  dans  le  sujeL  de  celle  Note,  c'est-à-dire,  je 
vais  considérei-le  cas  où  l'on  oblienirinlégrale  (a)  au  moyen  d'une 
ou  de  deux  intégrales  intermédiaires  particulières  de(i),  avec  une 
constante  arbitraire  chacune. 
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Soit 

(6)  /(-ï-ij,  ■=,/?,  f/)  =  a 

une  inlcgrale  intermédiaire  de  (i)  avec  une  constante  arbitraire  a. 
On  sait  que  la  fonction/(^,  y,  z,  /?,  q)  satisfait  aux  équations  qui 
résultent  de  l'élimination  de  deux  des  quantités  /•,  s,  t  entre  (i)  et 
les  équations  suivantes 


(7) 


()f  df  df  df 

dx  03  dp  og 

<)f  df  df  ùf 

dy  dz  ■'  dp  (ir/ 


et  que  ces  équations  sont  ('  ) 


Q=H 


dcj  I  dp  dq  \  dp 


\  dy        ^  dz  j  dq  \  dx       ^  dz  )  dp 


o. 


Soit  maintenant  l'équation  (2)  une  intéf;rale  particulière  de  (6) 
que  l'on  peut  obtenir,  comme  on  sait,  par  la  méthode  de  Lagrange 
et  Charpit.  La  valeur  qu'il  donne  pour  z  satisfait  aux  é([uations 
précédentes,  et  par  conséquent  satisfait  aussi  à  l'équation,  sui- 
vante 

qui  résulte  de  l'élimination  de 

àf  df       df  df       > 

dx  dz        dy  dz 

dans  la  seconde  au  moyen  des  équations  (7). 

Mais,  en  différenliant  (6  )  par  rap|)orl  à  ^i  et  considi'-raiil  :;,  /),  7 
comme  des  fonctions  de  [j  déterminées  par  (•>),  on  trouve 

dio  \J'îi  '^  df,  dfji  )        dpi\d'^  dr,    d'y!    '    <tq^\d'^         dr,    O'^  ) 

(')  ('..  JoisDAN.  Cours  il'Aïuilysc  tic  l'École  Polr/cr/iiii//iir.  l.  in,;>.    '05. 
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ou,  CM  vcrlii  (les  (■(jiialions  (4 ), 

En  siil)sliluant  maintenant  dans  l'expression  de  II  la  quantité 

"iF^  '^  'ô7^  ¥^ 
par  sa  valeur  donnée  par  cette  équation,  on  trouve 

/(kly         ôq\   df, 


Donc,  en  vertu  delà  formule  (8),  nous  avons  R  =  o,  et  l'équa- 
lion  (5)  prend  la  forme  simplifiée  suivante  : 

2  S    — -r-^_,    -+-  T    -^    -+-  U    =  O. 

4.   Soient  maintenant 

deux  intégrales  intermédiaires  parliculières  de  (i)  a\ec  deux  con- 
stantes arbitraires  a  et  [i.  Si  chacune  d'elles  satisfait  à  un  des  deux 
svstèmes  d'équations  différentielles  ordinaires,  auxquels  la  méthode 
de  Monge  ramène  le  problème  de  l'intégration  de  l'écpiation  (  i  ), 
ou  à  un  des  deux  systèmes  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  auxquels  la  méthode  de  Boole  ramène  le  même  pro- 
blème, on  sait  que  les  valeurs  de  p  el  q  données  par  les  équations 
(9)  rendent 

dz  =  p  dx  --  q  dy 

intégrable.  De  cette  intégration  résulte  l'équation  (2). 

Dans  ce  cas,  on  voit,  comme  dans  le  cas  antérieur,  que 
R  =  o.  Ensuite,  en  éliminant  dans  l'expression  de  T  la  quan- 
tité 

àp\     ^    ùpi   d-r, 
Ou.  ô-i\     d'X 

XVII.  9 
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an  niovcn  de  l'équation 

ôpi  \r)7.  Or,    f)0L/        ô(ji  \()7L  Or,    Ox / 

Cl  avant  ('gard  à  l'€'(|nation  qui  résulte  du   changemenl  dans  (8) 
de/*  en  F,  on  voit  aussi  que  T  =  o. 

L'équation  (5)  prend  donc  la  forme  suivante  : 

o.   Soil  maintenant 

K2  —  IlL  -H  AIN  =  o 

ce  qui  arrive  quand  les  deux  systèmes  d'équations  de  la  ran/cfr- 
/istir/itr  coïncident,  et  soit  encore 

(6)  f(T,y,z,p,q)  =  ci 

une  intégrale  parlicidière  de  (i)  avec  une  constante  arbitraire  a. 

En  diflféren liant  cette  équation  par  rapport  à  a  et  à  p,  considé- 
rante, /?,  q  comme  des  fonctions  de  a  et  [i>  déterminées  par  (;>-)el. 
ajant  égard  à  (4),  on  trouve 

Opi\0'^     ''  Ort    0'^)    '    Oqi\0'?>  Or^    O'^ 

àj_  fdpi     ,    dp^  Oj^\  _^    OJ^  /Oqj_    ,    àq\   àr,\  ^  ^ 

Opi  \Oot.  dr,    dxj        Oq  ^  \  ôx    '^   Or^    Ox  / 

En  substituant  ensuite  dans  l'expression  de  S  les  valeurs  que 
ces  éfpialions  donnent  pour 

^  JL.^JP}  ^        ^/^i         t)/>i   Or, 
0'^  dri    0*^  '       Ox  Or,     Ox  ' 

on  trouve 

/iJqi        t^j  ^\  /^i    .^^Ti^'] 
_,  _    '   Ox  Or,    OxJ  \0^  dri    0^  / 

(iL)' 


[.i,,-.n,m(|,) 


Oj)i  Ofji 


-im 


U     ;^iZr_,„,^^,,,,^_MK,_^,.,)|^| 


I 


cl  par  cniis(''(|iiriil,  (Ml  VI  rlii  de  I  8), 
('hl  _u  'hl  !!Zl  I 

!\Inls  l'c(jiialion  (8)  donne 

>Jf        K  —  N 5  =h  v/(  K—  N*)^  — (H-f-N/)(L  +  N/-)  d/ 


<)ry 


H^N< 


dp 


K  —  N.^  ±  y/K-i  —  HL  -^^  MN  df 
11  -i-  N  /  7^7' 


_  K  — N^  çV; 

~   11-H  St   dp' 

Donc  nous  avons  S  =  o,  cl  r('([iiaLi()n  (5)  prend   la  forme 


Suf  cerlaines  expressions  (juadruplenient  périodùj ues ; 
par  M.  Émim'.  Picard. 

On  sait  combien  il  est  facile  de  former  des  séries  représentant 
des  fonctions  doublement  périodiques.  Prend-on,  par  exemple, 
une  fonction  rationnelle  de  e-^' ,  soity(e''),  la  série 

/n=-t-«i 
in:= — 50 

si  elle  est  convergenle,  représentera  une  fonction  doublement  pé- 
riodique aux  périodes  ^.ru  et  (o. 

La  gén('raIisalion  se  présente  d'elle-même  quand  on  passe  au  cas 
de  deux  \ariables.  Soit /"(e*^,  ry)  une  fonction  rationnelle  de  &'^ 
et  ey  ;  on  (orme  la  série  double 

Hl  =  -l-a>    n=+co 

m  =— »  n=z—ce 

Si    elle   est   convergente,   on   aura  une  fonction  qiiadrii])lcment 


—   13-2  - 

périodique  <lc  .r  cl  j\  iMais  on  n'a  jamais,  que  je  saclic,  flonut'- 
d'exemples  effeclifs  de  séries  de  celle  forme,  ni  clierclié  à  se 
rendre  compte  delà  nalure  des  fonctions  ainsi  représentées.  J'ai  élé 
tout  naturellement  conduit  à  l'étude  de  ces  séries,  qui  ne  sont 
qu'un  cas  particulier  des  fonctions  que  j'ai  désignées  sous  le  nom 
(\e fonctions hypcrabélicnnes[JournalcleMat]iénialirjues,  1 885). 
Je  commence  donc  par  rappeler  quelques  généralit(''S  sur  ces  fonc- 
tions, et  je  suis  ainsi  conduit  à  une  série  o[x,y)  du  tvpe  (S),  qui 
joue  le  rôle  essentiel  dans  cette  théoi'ie.  Celle  série  d'ailleurs  peut 
être  formée  a  priori,  et  son  élude  se  fait  indépendamment  des 
considérations  par  lesquelles  on  y  a  élé  amené.  Signalons  seule- 
ment, en  ce  moment,  la  formation  des  expressions  quadruplemenl 
j)ériodiques  de  seconde  espèce,  et  la  forme  remarquable  du  déve- 
loppement en  série  trigonométrique  de  l'expression  fondamen- 
tale '•:>.  Les  résultats  qui  suivent  ont  élé  succinctement  indiqués 
dans  les  Comptes  rendus  (18  mars  et  i*'"'  avril  1889). 

1.  Comme  je  viens  de  le  dire,  c'est  en  étudiant  un  cas  particu- 
lier des  fondions  hyperabéliennes  que  nous  avons  élé  conduit  à 
certaines  expressions  quadruplemenl  périodiques.  Il  nous  faut 
donc  rappeler  brièvement  la  formation  des  séries  qui  se  rencon- 
Irenl  dans  la  théorie  de  ces  fonctions.  Un  groupe  hjperabélien  est 
nn  groupe  discontinu  relatif  à  deux  variables  u  et  v  dont  les  sub- 
slilulions  sont  de  l'une  ou  l'autre  forme 


/  au  -T-  b     a'v  -t-  l>'\ 

\u,    V,    ,>   —, ,,\i 

\  cu-\-  a     c  V  -\-  a  ) 

(  nv  -V-  b      a' u  -i-  ^'\ 

II,    V,    7,  —r -j,  1 

V  cv  -\-  a     c  u  -\-  a  / 


les  coefficients  des  diverses  subslilulions  étanl  réels. 

Nous  considérons  particulièrement  le  domaine  des  varial)lcs  // 
cl  r,  pour  lesquels  le  coefficient  de  i  est  positif;  on  peut  commen- 
cer par  remplacer  ces  deux  demi-plans  par  deux  cercles  C  el  C 
avaiil  i"uiiil(-  pour  ccnlrc;  il  suffira  di-  poser 


V  —  I 

r  -t-  i 


f!  l'on  aura  alors  des  substitutions  de  même  forme  relalives  aux 
variables  ç  el  y,;  seidemciil  les  coefficients  de  ces  substitutions  ne 


soioiil  plus  r<'t'ls,  (U  nous  pcjuvons  admellrc  d'ailN-iiivs  (|iic  cliiiciiii 
(les  clrlcnniiinnls  rtr/ — bc^  ...  est  c'gal  à  riinilé.  Ecrivons  donc 
de  nouveau  le  Ivpe  des  subslilulions  relatives  ccHc  fois  à  cet  y,, 
eu  nicllauL  eueoie  les  uiènies  lettres  ((,  A,  ...  (pii  ne  sont  pas,  Im<mi 
entendu,  les  mêmes  que  plus  haut,  et  supj)Osons,  comme  cela  se 
rencontrera  plus  bas,  (pi'il  n'y  a  que  des  substitutitjns  du  premier 
tvpc,  soit 


On  peut  supposer 

ad  —  bc  =  a'(i'  —  h'c'  =  i . 
Dans  ces  condilions  la  série 


^ÛT 


cly^['{c'ri  +  d'fV-'' 


étendue  à  toutes  les  substitutions  du  groupe,  représente  une  fonc- 
tion qui  est  certainement  iiolomorpbe  à  l'intérieur  des  cercles  C 
et  (y,  l'entier  [j.  étant  supérieur  à  1  unité. 

2.  Ces  résultats  rap])elés,  cherchons  ce  qu'ils  vont  nous  donner 
dans  le  cas  yjarticulier,  où  le  groupe  initial  est  formé,  des  deux 
substitutions  fondamentales  suivantes 

{u,  V,  au,  rtV),     (u,  i^,  bu,  b'v), 

rt,  b,  a'  et  b'  étant  des  quantités  positives  quelconques.  Ce 
groupe  est  évidemment  discontinu,  car  toute  substitution  est  de  la 
Ibrme 

iu,  V,  a"^b"  u,  a''"b'"v), 

III  et  II  désignant  des  entiers  positifs  ou  négatifs;  or  on  ne  peut 
pas  choisir  les  entiers  m  et  n  de  telle  sorte  que 

a'"b'^     cl     a'"^b'"- 

soient  aussi  voisins  (pic  l'on  voudra  de  l'unité,  sauf  dans  un  cas 
particulier  <pu'  l'on  a|)er(;oit  de  suite. 

Ap[)liquons  donc  à  ce  cas  particulier  les  remarques  générales  du 
paragraphe  précédent.  Apr('s  (juelques  calculs  de  transformation, 


—  i:ji  - 

(|ui  ne  jn'csciilcnL  aucune  dlfliciilU',  on    arrive    pour  la  série  (i)  à 
Te  \  pression 

2Ll  [  \ { a'"  6"  —  1  )  -+-  «'«  6"  -^\\-\>-  '[;(a'"'6'«  —  i^  h- a'"'6'"-i- i]-!^  ' 
cl,  en  revenant  aux  varialjles  initiales  a  cL  r,  on  a 

■^ '^  a"'\>-b"''  a''»V■b'"V■ 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  positives 
et  négatives  île  m  et  /t. 

3.  Ce  résultat  obtenu,  nous  allons  étudier  directement  la  somme 
précédente  donnée  a  priori;  nous  allons  même  y  faire  a  =  i,  ce 
qui  n'empêchera  pas  la  convergence.  Prenons  donc  la  série 


;//  =  —  (»    11  =  —" 


«'"  b'i  a'"'  b'"' 


i  lia"'  6"  -T-  i)'  (  va'"  b'"  -H  ô" 


ou,  en  remplaçant  u.  et  c  par  ///  et  iv,  la  série 

z'»i'f  a"^b'' 


<^>  22 


(  «a'«  6  '  -r- 1 }-  (  i^a''"  6'"  -1-  f  )- 


Je  dis  qu'elle  est  convergente  pou/-  toute  valeur  de  u  et  v,  à 
V exception  des  valeurs  réelles  et  néficitives. 

Considérons  d'abord  la  série  pour  //  =  r  =  i .  ?»Jous  avons 


2 


imfyt      ■  a!'"t)''^ 


(  I  -4-  a>"  b"  )-  {\-~  a''"  b''  )^  ' 


c'est    une  séiic  à    termes  positifs,  montrons   (pTclK;   est  conver- 


ente. 

ons 


Poson 


les  'J.  cl  Jj  (''lant  réels. 

.le  considère  le  (piotient 

ex 


crllc  (•\|uc>>i(>ii  ne  cliange    pas  (|iiaiMl  lui  cliauge  x  ru  — ./•  ;  (»n  a 


—   VSi 


tloric,  .r  (''hiiil   [)()sili(". 


tlonc,  pour  x  de  signe  quelcoiujiie,  nous  pouvons  écnro 
|,rl  clési;2nant  la  valeur  al)Solue  de  x.  Nous  aurons  donc 


lin  h  a 


<^  g-|/«a+«p|-|/rta'+/(,S'|  • 


(i  -+-  a'" h'')-  (n-  a'"'b'"y- 

niais,  si  x  cl  y  désignent  deux  nombres  positifs,  on  a 

e--^-y  <  g-/' ■+■/-. 

Comme,  d'autre  part,  pour  j:  positif  et  suffisamment  grand, 

r 
e-^  <  — 

;ji.  étant  un  entier  positif  quelconque,  il  en  résulte  que 


et,  par  suite,  le  terme  général  de  notre  série  est  moindre  (jue 

I 

[(  m  x-T-  li'j  f'  -^  (  /n  a'  -^  n  '"!>')'- ]'<'■ 

'j.  étant  un  entier  positif  quelconque.  La  série  (2)  est  donc  abso- 
lument convergente  pour  u  =  i  ^  ç  =.i . 

Donnons  maintenant  à  («,  «')  une  valeur  ([uelconque,  en  siq)jio- 
sant  seulement  que  u  et  e  ne  prennent  pas  des  valeurs  réelles  né- 
gatives. JNous  |)(iuvons  écrire  le  terme  général  de  notre  série  sous 
la  forme 


r'»  h" 


a'"'  h'" 


I  -f-  a'"  h"\-  l  \-^  a'"^  !>'" 


{y^  a"'b"  )"-  [i-^  a'"'b'"  )'   \a~a">b'J     \u  -r-  a'"'  ù'''/    ' 

1  111  ■  x-^a>»h"  ,  ,  .     I         I- 

or  le  module  du  ciuolienl reiiresente  le  l'apport  des  dis- 

1  u  -+-  rt"'  b"      '  '  ^ 

tances  des  points  i  et  u  ixu  point  — a"'b",  c'est-à-dire  à  un  j)oint 
Mlué  sur   la  |)artie  lu'galive  de  l'axe  Tc'-el.  C.e  rapport  restera  donc 


-  I3G  - 

compris  cnlre  deux  limites  finies  déterminées;  il  en  sera  de  même 

I  -1-  «'"'  &'" 
pour ,„,  .,, .  •  Par  suite,   la  série  (2)  sera   absolument  conver- 

gente,  sauf  pour  les  valeurs  indiquées  de  net  c.  Posons  mainte- 
nant 


/("'">=  H    ^u 


(  I  -!-  lia"'  b"  )-  (,  I  -t-  v.a'"'  b"  f-  ' 

III— — «     «=:  — 08 

on  aura  évidemment 

f(^au,  a  v)  =  f{bu,b'  V)  =  f  {u,v  ). 

A.  La  série  précédente  permet  d'en  former  une  infinité  d'autres 
jouissant  des  mêmes  propriétés. 

Prenons,  en  effet,  deux  fonctions  rationnelles  R(//)  et  Iî|(t') 
dont  tous  les  pôles  soient  situés  sur  la  partie  négative  de  l'axe  des 
rpianlités  réelles,  et  qui  restent  finies  respectivement  pour  m  =  o, 
u  =  X  et  pour  ç  =  0,  r  =  x. 

La  série 

iia'xb'-  vn"'b''^ 


F (  «,  i^ )  =  V       ^  IM «'"  b"  u  )  R,  ( a>n b'"  v)  — 


{ i  -+-  ua"<  b"  )'^  (  I  -t-  va'"'  b'"  )- 

111= — 00  n— — 06 

sera  convergente  comme  la  série/(w,  v).  En  effet,  le  module  de 

R(a"'b"u) 

reste   moindre  qu'une  quantité  déterminée,  puisque  «'"//'//  r(\ste 
sur  la  droite  joignant  l'origine  au  [)oint  //.  Il  en  est  de  même  du 
second  facteur  R,  (a'"^b'"ç). 
On  a  d'ailleurs  évidemment 

¥{aii,  a'v)  =  V(bi(,  b'v)  =  V{ii,  c) 

O.  Posons  maintenant 

u  =  e^,     v  =  ey,     a  =  e^,     b=zcP,     a'  —  c'^'.     b' =  c^' . 
Notre  fonction  /"(//,  r)  devient  une  fonction  de  j:"  et  r. 


;/i— +»   /?=+> 


X 

y 

■}.  -  i 

() 

o 

'i.T.i 

a 

•x 

w 

—   Vil  - 

Celle  expression  atlmellra  qiialro  cou[)l('s  de  pi'iKjdcs,  doiil  le 
Tahleau  esl  évidcniinenl 


(S) 


Mais  celle  expression  ne  représenle  pas  une  fond  ion  f|tiadrn- 
plenicnt  pe-riodiqne,  se  coniporlant  pour  toiilc  valeur  Unie  de  x  cl 
j^  comme  une  fonclion  ralionnelle.  Le  fait,  a  priori,  esl  impos- 
sible, car  une  lonclion  rpiadruplemenl  périodique  de  x  cl  _)'',  el 
niéromorplic  pour  loulc  valeur  finie  de  ces  variables,  ne  ])eiit  ad- 
meltre  le  svslème  (S)  de  périodes,  où  les  a  el  ^j  sont  des  quanlilés 
réelles  arbitraires. 

D'ailleurs,  en  nous  reportant  au  paragraphe  précédent,  nous 
voyons  que  la  fonclion  'o(^x^  y)  ne  sera  pas  définie  pour  les  valeurs 
de  X  et  JK,  rendant  e^  et  e->'  réels  et  négatifs,  c'est-à-dire  en  po- 
sant 


X  ^  X  -\-  IX  , 


y=  y  ^ly 


pour  les  valeurs  de  x  cl  y  correspondant 

soit  à  x"  =  (2/1  -+-  i)-,         soit  à  y"  =  (-ih-h  i)r, 

//  et  /.  étant  des  entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs. 

Nous  avons  donc  ainsi  une  expression  o(:r, y),  quaciruplement 
périodique,  avec  le  tableau  S  de  périodes,  et  avec  des  surfaces 
de  singularités  essentielles  (pii  empêchent  le  prolongement  analy- 
ti(pic  de  Texpression. 

G.  Kcvenons  un  moment  aux  variables  u  et  v  et  au  groupe  con- 
sidéré dans  les  paragraphes  (:î)  et  (3).  De  même  que  nous  avons 
formé  des  expressions  restant  invariables  pour  les  substitutions  de 
ce  groupe,  nous  pouvons  pareillement,  et  en  suivant  toujours  les 
indications  de  la  théorie  générale,  obtenir  des  expressions  se  re- 
produisant à  des  facteurs  constants  près  A  el  I). 


-  138  - 
l''oi'mons,  en  cdel,  la  série  dont  le  Icriiie  général  esl 


A-'«  B-" 


(  I  -1-  a'"  b"-  u  l^IJ-  ( I  H-  a>"  h'"  u  )-\'- 


jj.  est  un  enlier  positif  fixe  ;  m  et  /?,  comme  plus  haut,  varient  de 
—  ce  à  +  00  .  Il  est  bien  aisé  de  voir  que  celte  série  est  conver- 
gente si  [x  est  choisi  suffisamment  grand;  en  efi'et,  si  nous  faisons, 

comme  phis  haut,  if  =  \' —  i  et  si  nous  remplaçons  le  troisième  et 

le  quatrième  facteur  par  leur  limite  supérieure,  nous  aurons,  en 

posant 

A  =  ef+'y,         n  =  e^+'^, 

à  considérer  la  série  dont  le  terme  général  esl 

g— [j.Jlwa+/;Pi+|/Ha'-t-»P'|  j--/nl'— /iy_ 

et  ([iii,  quels  que  soient  les  signes  de  P  et  Q,  est  manifestement 
convergente  si  l'entier  positif  tj.  est  pris  suffisamment  grand. 
Si  nous  posons  alors 


»— +  00    n- 


.A.",.-.  =  2    2 


\-/H|}-/( 


u\>-a"<V-b"\>- 


v\>-n'"'\'-fy"\'- 


(  I  -h  a'"  6"  uy'\>-  (I  -I-  a''"  ^'«  r  )-i^  ' 


J\( on.  a'v)  =  A/'i(  »,('); 
J\{  1)11.  //(•  )  =  !!/",(  u.i-). 

C'est  une  ex|iression  de  seconde  espèce.  Si  nous  revenons  ahirs 
aux  variahh's  ,r  et  )•,  nous  auron.s  des  expressions  de  seconde  es- 
pèce r/f/ad/f//>lcn/cnt  périodirjues,  et  posséthint  les  mêmes  singu- 
larités que  plus  haut. 

7.   .le  reviens  mainlenantà  la  fonclion  ci(.r.  i')  du  n"  o,  en  chan- 
geant seulement  un  ]k;u  les  notations,  l'écrivons  la  série 


;+oo     ll^+a 


^{x 


■^^-1  Iv 


gOt(.r+ni(i))-t-[3(.V+''«t)') 


p0t|.r-t-OTW)-l-3'l.>-l-/iW) 


«|=  — 00    11=1 


<?a(.»' ,  i)iuii+[i(y-t-iiM>~\-  Fi  h-  <»a'(.«-t-«ifi))-i-[li>+//(i)'ij- 


(-),  (.)',  7..  a',  |j  et  [j'  ('tant  réels  et  7.[i' —  [ia'  dillerant  de  zéro.  Il 
est  clair  f[ue  celle  expression  ne  dillere  de  celle  ([ue  nous  avons 
considérée  plus  haut  cpi'en  ce  (luiino  suhslilulion  linéaire  a  éh' 
cirecluée  sur  les  variables. 


—   I.TJ  - 
Le  Inhlcaii  des  pi-iiodcs  esl  poiii'  rcxpiu-ssioti  [)i('"C('(lt'iil(; 


X 

Y 

il) 

o 

o 

dj' 

Ci. 

G'i. 

\\i 

m 

(j,  G',  [\  cl  11'  sont  définies  par  les  deux  systèmes  d'écjiiatioiis 


!C  G  -(-  [3  G'  =  2  - 

z'G+  3'G'  =  o 


a  11+  [i  II' =  o 

a' Il  -f^  p'ir  =  '?.- 


d  autre  paît,  à 


Les  sini;ulântés  essentielles  eorrespondenl,  d'une  part,  à 

a^"+  !3y'  =  (9./.--+-i)~; 

a'.r"  -I-  p'j"  =  (ï/i  -+-  i)-, 
en  posant  toujoui^s 

a?  =  ^'  -f-  (  J?".  y  =  y'  -+-  iy" . 

La  fonetion  J'(^,jk)  est  donc  périodique  par  rapport  à  ^  et  par 
ra[)port  k  y.  Nous  pouvons  donc,  pour  x  eX, y  réels,  la  développer 
en  série  trigonométrique;  ce  sont  les  coefficients  de  ce  dévelop- 
pement que  nous  allons  chercher. 

Avant  de  prendre  le  cas  de  deux  variahles,  je  traiterai  le  cas 
d'une  seule  variable,  c'est-à-dire  d'une  série  doublement  pério- 
dique. Soit 


^^•)  =  2t7 


in=—x 

OÙ  nous  supposerons  to  réel.  La  fonction  précédente  est  double- 
ment périodique  avec  les  deux  périodes  o)el2Tzi;  dé',  eloppons-la, 
pour  .X  réel,  en  série  trigonométrique.  La  fonction  étant  paire,  nous 
aurons 

T.p'ûX 


k-)=2 


An  cos 


Il  faut  calculer  les  coefficients  A^.  On  aura 


(iX-i-moi 
1  _(_  gX-l-//(tû)2 


'j.p-.r 


~  dx 


-  liO  - 
que  l'on  Iransforme  de  suile  en 

A/,  =  -    /  -—  cos  -^ dx  —         I       , ■  cos  — (l.r. 

w^/_^     (i-f-e-^)-  w.  oi,/^       (i_|_e.<j.!  oj 

On  peul  calculer  sans  peine  Tinlégrale  définie  qui  précède. 
Posons  -i~^  =  a.  Nous  avons  à  calculer  l'inléffrale 

or,  en  inlégranL  par  parties,  celte  intégrale  peut  s'écrire 

I  /'"sina.r     , 

a  d.r: 

'2  J^      I  H-  e*^ 

mais 

I 


I  - 
el,  comme 

nous  aurons 


/      sina^.e-("+i'-^f/.r=  , 


li-  -+-  a- 


/      , co%axdx=    -  -(-     7  ( — I)"  — 

Or  on  a  l'identité 

"  =  30 

-  -H    ^    — i r  =  — '■ ■  ' 

j.        ^^  a^ -h  n-         visiiiTrat 

n—l 

par  suite 

I      -, i^,  coèaxdx—  — -. 

,/(,     (i  -I-  e^y-  lixuTzc 

nous  avons  donc 

4TTrt 


Le  dévcl()[)pcmenl  cherché  est  alors 
où  ) On  a   posé 


-  lil  - 

s.  ISrvciions  iii;iiiil(Mi;iiil  ;i  l:i  loiiclioii  de  deux  \  iiiialilcs  ^(^x^j') 
|)()iir  l:i  (l(''\  eloppec  en  si'rie  liii;()iiuin(''lii(|ii('.  L;i  fonclion  siilisftii- 
sanl  à  la  lelaLion 

j(.T,r}  =  ,?( — .r,  — J-), 

son  (lévcl()j)i)<'ineiil  sera  ('\  ideiniiicnt  de  la  (orme 

V'V^   .                9.p-!z.r          y.r/~r        ,^         .     •j.p-.r    .     xq-Ky 
7    7   A„„cos cos  ,• hJ>,,  „siii— sin  •        .     • 

(Calculons  d'abord  A/,,y.  On  a 

i       r       /      ^,          .          ipr.x  o.qr.y    ,     . 

A„  ,,  =  — ;    /        /       r»'(.r,  y)  fos  — cos         ,      axcly, 

'  '  '  (0(0    ,  /^        ,  'ji  \        -     /  (^,  j^,  ^ 

(|iii  se  Iransfornie  de  siiile  en 

4       r^"    r^"       e^'+Pr               er..+|3'.r               ipr.x         oq-y    ,     , 
A  M  „  =  — ;    /  / — ;5— ; — ir, — -  COS  — cos ~  clxdy . 

'-'  Mlo'  ,l_^      ,/_^       (H-e^'+.3/)2    (|  +  e^-'+3/)2  (0  (o'  -^ 

Posons 


d'où  se  lirenl 


en  nosant 


%  X  -^  ^  y  =  II, 

y-'x-h  P'j  =  r, 


X  =  A    H  -\-   H  (', 

y  =  ).'«  -f-  ;x't'  ; 


.  _  p  .,_       —g' 

-  3' 


a[i'  — a'[i' 


on  aura 

i^  lin   — 


/  / co?.a{Kii ->r-\i.v)co^b{h'ii-]~  [x\')du(h\ 


IPT.  ,  2<71T 

«  =    — 5  O   =     —-r  ' 

lie  ni  |)  laçons  niainlenant 

■?.  cos  rt  (  )>  »  H-  |/.  ('  )  cos  i  (  À  '  «  H-   [i.'  i^  ) 

ir 

cos  (al  -h  h  X'  )  i< .  cos  (  rt  iji,  -f  ■  6  [jl'  )  ('  —  si  n  (  <7  X  h-  />  À'  )  ;/ .  si  n  (  a  |jl  -i-  />  ;jl'  )  i> 
-cos(<rÀ  —  iX')M.cos(rt|A  —  6  ij.')('  —  siiK  r/  À  —  l>  À'  )//.sin  {(/  [j.  —  /va'  )r. 


-   Ii-2  - 

I^a  partie  relative  aux  sinus  disparaît  dans  l'inl('i;ralion.  H  reste 
une  somme  de  deux  intégrales  doubles  :  chacune  d'elles  est  un  pro- 
duit de  deux  intégrales  simples  rentrant  dans  le  Ijpe  correspon- 
dant à  une  seule  variahle.  Toute  réduction  faite,  on  aura 

_  8  /       A  H         _         -V B'         . 

en  posant 

■).r.-        (  p'j         cfJ. 


A 


A'^     ^.--  „  (^-lil  +-^^  ),  B'  '^'^ 


'  —  a'S  \  oj  w    / 


^>^ 

^  '7^ 

-+-  "S- 

(0 

(0 

/>:i 

rya 

Le  second  coefficient  By,,^  s'obtient  par  un  calcul  tout  semblable  : 
on  a  seulement  entre  parenthèses  une  différence  au  lieu  d'une 
somme.  On  trouve  ainsi 

Nous  obtenons  donc  des  séries  trigonométriques  dépendant  de 
deux  variables  complexes  et  pi-rsrutant  une  f^raiule  analogie 
avec  les  séries  trigonométriques  dune  variable  que  Von  ren- 
contre dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  La  forme  des 
coefficients,  qui  est  fort  simple,  me  paraît  digne  d'être  remarquée. 
(Quanta  la  fonction  ^Tfôc,  j')  et  aux  expressions  analogues,  il  est  très 
vraisemblable  qu'elles  satisfont  à  des  relations  différentielles  rap- 
j)elant  de  loin  celles  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  ou 
abéliennes,  mais  c'est  une  étude  qui  exige  de  longs  calculs,  et  que 
je  n'ai  pas  encore  achevée. 


x" 


Note  sur  la  série  y^  '—\  par  M.   Alfred   .Ionquikhe. 


/;    1 
(Scanro  du  3  jimH  iSSd.) 


Dans    un     l\I(''moire    présenté   à    l'Académie    des     Sciences   de 
Stockholm,    eu    décembre    i888,   j'ai    considéré  les    séries  de    la 


i  l-.i 


foriiK;    ^  -^ ''i    sii|)|)<)s;iiil    ([lie    s  csl    iiti    iioiiihrc   cnlicr    nosilil. 


n  =  l 


Soil  ^(.ç,  .r )  la  lonclion  des  deiiK  variables  s  et  .r  qui  est  définie 
par  ladile  séries  pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est 
moindre  «pie  l'unilé.  Soit,  de  plus,  y{s,j')  la  foncLion  dite  de 
Bernoulli,  d('(inie  par  l'éipiatioii 

5  =  0 

J'ai  démontre''  la  relation  suivante 

Par  celle  simple  érpialion  la  fonction  'Ç(s,  x)  qui.  par  la  série 

\  — 7  n'est  donnée  qu'à  Tinlérieur  d'un  cercle  de  rayon  i,   est 

étendue  au  pian  entier  et  peut  donc  être  regardée  comme  connue 
pour  tous  les  points  du  plan. 

En  supposant  que  s  est  un  nombre  réel  ou  imaginaire  quel- 
conque, je  me  suis  proposé  la  question  de  savoir  s'il  existe  pour 
la  fonction  plus  générale  ^(.v,  .r  )  une  relation  analogue  à  celle  que 
j'ai  donnée  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  la  variable  s. 

Tl  s'agit,  en  premier  lieu,  de  définir  la  fonction  'C(.s,  x)  d'une 
manière  générale,  c  est-à-dire  pour  des  valeurs  quelconques  des 
variables  5  et  j". 

De  l'équation  connue 

on  déduira  aisément 


rc--)"  dz. 

n=l 


,     .  y,  ^  ■  '         XZ^-^dz 


Par  celte  équation  la  fonction  >^(.s\  x)  est  bien  d(''fin!C  pour  des 


—  lii  — 

valeurs  quelconques  de  x,  mais  l'inlégrale  n'a  de  sens  que  si  la 
])artie  réelle  de  s  est  positive.  11  faudra  donc  remplacer  cette  inté- 
grale par  une  antre  qui  ne  soit  pas  soumise  à  cette  restriction. 

l^onsiderons  i  intégrale  /  — : ,  et  sup])osons  que  le  con- 
tour d'intégration  soit  un  lacet  partant  du  point  -h  a:  et  entou- 
rant en  sens  direct  le  point  o  sans  enfermer  aucun  autre  des  points 
critiques  z  =  \ogx  ±  ^nÏTZ.  En  supposant,  pour  le  moment,  que 
la  partie  réelle  de  s  est  positive,  le  contour  d'intégration  pourra 
être  réduit  à  deux  droites,  l'une  allant  de  -+-  oo  à  o  et  l'autre  de  o 
à  -f- 00  ,  et  à  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  entourant  le 
point  o  en  sens  direct.  D'après  la  supj)osition  que  nous  ve- 
nons de  faire,  l'intégrale  prise  le  long  du  j)etit  cercle  sera  évi- 
demment nulle.  La  variable  ;:  qui,  en  allant  du  point  +00  à  o,  a 
.l'argument  o  aura  l'argument  2-  après  avoir  entouré  le  point  o  et 
devra  donc  être  remplacée  i)ar  e-''^z.  Pour  abréger,  je  désignerai 

l'intégrale  prise  en  sens  direct  le  long  dudit  lacet  par    /  ^ —^ 

en  ajoutant  au  signe  d'intégration  l'indice  /. 

l'.n   ayant  égard  à  tout  ce   que  nous  venons  de  dire,  on  trou- 
vera 

r  .X.C-' - '  dz  r  "  .rc-^-1  dz  .       r  "  xz^ - 1  dz 

/  —. =   /       —. h  e^--^^   /      

Jj     e X        ./^       e-—x  J^        e x 

=  e'Tts  (  g/Tt.s-  _  e-ina \  /      :: , 

r*  .r::'-!  dz  _      c-'Tt'f        r  xz^-'^  dx 

,1  <?-  —  X  -2  i  si  11  7t  .f  .  /^       C" X 

Nous  pourrons  donc  définir  la  fonction  'C(s^x)  de  la  manière 
suivante 

xz'-i  dz 


e-'^'  rxz'-^dz 

lis,    T)   —     -^- — /      ; 

iisimzsl  {s)J^     e-'  —  x 


ou  bien 


p-îT^s  /*  rz>'-^  dz 

9.1T.  ,'i     ''"  —  ^' 

(^etlo  équation  iK"  définition  s'a|)pli(pie  à  des  valeurs  qiielcon- 
(pics  de  s  et  de  r.  Si  la  partie  réelle  de  ,v  est  négative,  on  ('•lar<;ira 
le  lacet  de  telle  inaniric  (pic  le  point    :;  =  o  ne  soit  pas  allciiil.  Il 


—  I  i:j  — 

faudra  toujours  faire  allenlion  à  ce  que  le  contour  (l'iutégralion 
n'enferme  aucun  des  points  critiques  z  =  log^  zL  'i/tir.  de  l'inté- 
grale.  Si  l'un  de  ces  points  s'approche  du  contour  d'intégration,  on 
pourra  facilement  déformer  le  lacet,  afin  d'éviter  le  point  critique. 
L'équation  (3)  permet  aussi  d'étudier  les  cliangcments  de  la  lonc- 
lion  "^(s,  x)  quand  on  a  fait  décrire  à  la  variable  x  un  chemin 
(pielconque.  Mais  je  ne  veux  pas  insister  sur  ce  point. 

Remarquons  encore  que  l'équation  (3)  prend  une  forme  indé- 
terminée quand  s  est  un  nombre  entier  positif.  Mais,  dans  ce  cas, 
la  fonction  î^(5,  x)  pourra  être  définie  par  l'équation  (2). 

Les  points  critiques  :;  =  log.r  ±  inir.  sont  tous  situés  sur  une 
parallèle  à  l'axe  imaginaire.  Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  la 
partie  imaginaire  de  log.r  comprise  entre  o  et  2f~,  de  sorte  que 
les  points  logjc,  log,r  +  2/ -,  \q^x  -\-  \iT.,  ...  sont  situés  au- 
dessus  de  l'axe  réel. 

J'appelle  horizon  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand  décrit  de 
l'origine  comme  centre.  En  supposant  la  partie  réelle  de  s  néga- 

/xs^—i  dz 
-^ prise  le  long 

d'une  portion  quelconque  de  l'horizon  est  nulle.  Nous  pourrons 
donc  ajouter  au  contour  d'intégration  formé  par  le  lacet  la  moitié 
de  l'horizon  située  au-dessus  de  l'axe  réel,  de  la  manière  indiquée 
par  la  //i,'  .  1 . 

Fig.  I. 


La  variable  c  part  du  point  —  zo  ,  décrit  un  demi-cercle  de 
rayon  infiniment  grand  jusqu'au  point  +  o)  ,  parcourt  le  lacet  en 
sens  direct  et  revient  par  le  même  demi-cercle  au  point  —  o)  . 
L'argument  de  :;  avant  la  valeur  -  au  point  de  départ  —  x  ,  di- 
minue  de  7:  à  o,  augmente   ensuite  de  o  à  2-  et  continue  à  aug- 

XVII.  lo 
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mentor  jusqu'à  3-.  Il  est  évident  qu'en  supposant  négative  la 
partie  réelle  de  s  Tinlégrale  /  ^ -— ,    prise  le  long  du  contour 

indiqué,  sera  égale  à  l'intégrale    /    '-^ ^  prise  le  long  du  lacet. 

Le  demi-cercle  est  supposé  ne  rencontrer  aucun  des  points 
logx  -f-  2.ni7z. 

Fixons  les  deux  bouts  du  contour  d'intégration  au  point  — oc 
et  resserrons  ce  contour  en  vertu  du  «théorème  de  Cauchj.  Il  est 
aisé  de  voir  que  le  contour  pourra  être  transformé  en  un  lacet 
partant  du  point  — oo  et  entourant  l'origine  en  sens  direct,  et  en 
deux  courbes  fermées  entourant  les  points 

logj"  -i-  ini-     (/i  =  o,  I,  u,  3,  . . . .  ), 

l'une  en  sens  direct,  l'autre  en  sens  inverse.  Ces  deux  courbes 
pourront  de  plus  être  réduites  à  des  cercles  infiniment  petits 
autour  des  points  critiques.  Chacun  de  ces  points  sera  entouré  de 
deux  petits  cercles  parcourus  en  sens  contraire.  La  variable  z,  en 
décrivant  en  sens  inverse  un  cercle  autour  du  point  logx  -h  o-riTz, 
aura  un  argument  compris  entre  tt  et  0  ;  mais  elle  aura  un  argu- 
ment, situé  entre  2t.  et  S-rr,  en  décrivant  le  même  cercle  en  sens 
direct.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  nous  avons  dit  plus 
haut  sur  l'argument  de  la  variable  z.  Dans  le  premier  cas,  on 
égalera  :;  à  log\r  +  2rir:  -\-  /i,  en  désignant  par  h  une  grandeur 
infiniment  petite,  et,  dans  le  second  cas,  on  posera 

L'argument  du  facteur  log,r  -\-  9.  ri-  -+-  A  est  entre  0  et  -,  et  la  va- 
riable A  décrit  autour  de  l'origine  un  petit  cercle,  en  sens  inverse 
dans  le  premier  cas,  et  en  sens  direct  dans  le  second. 

D'après  cela,  il  est  facile  de  voir  que  l'intégrale   /  ^-^^: -j  prise 

en  sens  inverse  le  long  diî  petit  cercle  autour  du  point  log\r-|-  a/"/-, 
est  égale  à  —  u/7:(log.r  H-  9.riTzy~*.  La  même  intégrale,  prise  en 
sens  opposé,  devra  être  égab-e  à  -|-  :>. /t:  f'-"^'(l()g.r  +  -iriTz)"'' .  La 
somme  de  ces  deux  intc'grales  est  égale  à 

■j.  ÏT. .  e''^^{e''^^ —  e-'it*)  (  log-r  -f-  irir:  Y  ^ 
—  —  \-  r-'"'  sin7:.v(lnj,f.7-  h-  •xrir.y-^  . 

Dans  cette  ex|)rrssii)n,    /•  prendra    loules   les    valeurs  entières  cl 


-   Ii7  — 

positives  de  zéro  jusqu'à  l'inlinl.  En  ajoulanl  au  signe  d'inlégralion 
l'iiulice  /',  j'indiquerai  que  FinU-yrale  csl  prise  le  long  d'un  lacet 
parlant  du  point  — oc  et  entourant  l'origine  en   sens  direct,   en 
supposant  que  l'argunient  de  la  variable  z  varie  de  t:  à  St:. 
Nous  pourrons  enfin  écrire 


ou  bien 


r-o 


/•-« 


r-^i      I  H-  — : —    1  ' 

La  somme  qui  entre  dans  celte  écpialion  est  évidemment  con- 
vergente,  puisque   la  partie  réelle  de  s    est   supposée    négative. 

En  remplaçant   c  pare"^:^,  l'intégrale    /  -^^ ^  se  transformera 

fxz^~'^  dz 
>  la  nouvelle  variable  z  décrivant  le  lacet  dé- 
^^   X  —  e~" 

signé  par  l'indice  /;   on  aura  donc 

.      (aj^y-v  i  r(i  — s)  r  xz^-'^dz 

l(s,x)  —  ^  ^  '    ' 


[liT.'Y^  I  T{\  —  s)     r  x:. 

Y  (s)    2U  7  lo:i.r  \i-*  aÏTr        /,  ~x 


e-" 


Développons —.  suivant  les  puissances  ascendanles  de  - — -^ 

en  supposant  pour  le  moment  x  plus  grand  que  toutes  les  valeurs 
que  puisse  prendre  e~^. 
Nous  aurons 


J/    x  —  e-=       J^  j^     x<  ^x'\l^ 


1  dz. 


L'int«'grale  /  z^  *clz  est  nulle,  puisqu'on  peut  élendro  le  con- 
tour d'intégration  jusqu'à  l'horizon,  et  l'intégrale  [)rise  le  long 
de  l'horizon  est  égale  à  zéro,  d'après  la  supposition  faite  sur  5. 
Le  premier  terme  de  la  somme  est  donc  celui    pour  lecpiel  on  a 


/i   =r.    I  . 


lis 


L'intégrale  je  "^z"    '<:/:;  peut  évidemment  être  remplacée  par 
Mais  /  e~''  z^~^  dz  n'est  autre  chose  que  a/sin-.ç  e"^^r(.ç). 

•-7 

C'est  ce  qui  est  facile  à  vérifier  en  considérant  pour  l'instant  la 
partie  réelle  de  ,v  comme  positive,  et  en  réduisant  ensuite  le 
lacet  à  deux  droites  allant  de  go  à  o  et  de  o  à  +  ce.  Nous  aurons 
donc 


!;(5,:r) 


Y  (S) 


\  ll-K   J 


e'T^-"  t  (  s, 


(4) 


l{s,x)^  eJT^s 


r(.) 


0        7-  +  -^r- 


Cette  relation  est  contenue  comme  cas  particulier  dans  une 
formule  qui  a  été  donnée  par  M.  Lercli,  dans  une  Note  très  inté- 
ressante insérée  dans  les  Acta  mathematica  (t.  XI).  M.  Lerch 
désigne  par  R(<v,  x,  s)   la  fonction   définie  par  la  série 

A: 


2 


et  démontre  d'une  manière  élégante  l'équation   suivante  : 

r(5)     r    in(\..i-%w.r)  J7t(-|.v+2iiMl-.r))  r,  / 

(■27:/  L 


%  H',  -^  M 


De  cette  formule,  on  pourrait  déduire  l'équation  (4),  en  posant 
x=\  et  en  supposant  que  la  partie  réelle  de  s  est  négative.  J'ai 
préféré  démontrer  directement  la  relation  (4)  en  suivant  la  marche 
qui  m'y  a  conduit  la  première  fois. 

Si  l'on  compare  les  deux  équations  (i)  et  (4),  on  est  tenlé  de 
soupçonner  qu'il  y  a  une  certaine  liaison  entre  la  fonction 


-    li!)  - 

(li-liiiio  pnni-  tk's  valeurs  ciUières  cl  posillvrs  de  s,  et  la  somme 


r(s)2à 


.0  1  /•  +  — ^ 


<|tii  n'esl  convergente  que  si  la  partie  réelle  de  s  est  négative.  Il  \ 
a  lieu  de  présumer  qu'il  existe  une  fonclion  de  s  et  de  x,  compre- 
nant comme  cas  particulier,  d'une  part,  celle  série  et,  d'autre  part, 
la  fonction  connue  sous  le  nom  de  Bcrnoulli. 

En   eflet,   considi'rons   la    somme    > En   nrofitant  de 

/•=0 

réquali<:)n     T (^s)  =^  {r -\- x'Y  f      e~~^'"^-^'^  z''^'  dz  j     nous    pourrons 


écrire 


'dz 


>  — =  ■- /      e-^'^z'-i   >  e-'-dz  =  /      


;-  =  0 


Pour  que  l'intégrale  soit  convergente,  il  faut  supposer  que  la 
partie  réelle  de  x  est  positive,  et,  en  outre,  la  partie  réelle  de  .v 
doit  être  plus  grande  que  l'unité.  Mais,  à  ces  conditions,  il  est  fa- 
cile de  voir  que  l'intégrale    / "  ,  prise  le  long  d'un  lacet 

partant  du  point  +  ce  et  entourant  l'origine  en  sens  direct,  est 
égale  à  2ï  sinTz^e'^^  /     _^  ^«  Nous  pourrons  donc  remplacer 

I      7—  par  — ^; /  —>   et  cette   dernière  inté- 

g  1  —  e-"      ^       U.I  simzs  J^       i  —  e^- 

grale  s'appliquera  à  des  valeurs  quelconques  âes.  Remplaçons  en- 
core :;  par  e''^z.  Le  lacet  désigné  par  l'indice  /  se  transformera  en 
un  autre  qui  part  du  point  — x  et  entoure  l'origine  en  sens  di- 
rect. L'argument  de  la  nouvelle  variable  z  commence  par  —  -  et 
augmente  jusqu'à  +  Tt.  Pour  désigner  ce  contour  d'intégration 
diflerent  des  deux  lacets  que  nous  avons  rencontrés  jusqu'ici, 
j'emploierai  l'indice  L.  D'après  cela,  nous  aurons 


.^{r  -T-  xy  •ii?,'mT.sT{s)  J^        e- —  i 

i-o  r 

1  i-      .  f. 


r(r  — 5)    re'T-z^'ydz 


—   loO  - 
En  subsliliianl  i  — s  au  lieu  de  .ç,  il  suit 


77)  Zd  (r  -i-a;)!^  '~  TTr: .  '. 


r(5)  .Aid  (r -i- a;)i--f        li-J.       e- — i 


/•  =  0 


11-      ,        1        I       r  e^~z-^  dz  ,    .  ,  ....  , 

J^  inleffrale  — r-   /   met  en  évidence  la  liaison  avec   la 

fonction  de  Bernoulli  y(^s,x).  En  elTet,  .supposons  que  s  soit  un 
nombre  entier  positif;  le  lacet  désigné  par  L  pourra  être  ix'duit  à 
un  cercle   entourant  l'origine    en    sens   direct.    En    développant 

1  expression  -^ suivant  les  puissances  ascendantes  de  z  et  en 

intégrant  ensuite,  tous  les  termes  du  développement  disparaîtront, 
excepté  celui  qui  contient  la  variable  ;;  à  la  puissance  —  i.  Mais 
le    coefficient    de    2~'    dans   le   développement   est    précisément 

y  (5,  ('}.  L,  intégrale —^    /  : contient  donc,  en  cllet,  comme 

cas  particulier,  la  fonction  de  Bernoulli.  Si  je  désigne  cette  fonc- 
tion généralisée  par  le  même  symbole,  je  pose 

I      fe^-^z-^dz 
'■  iir.  J^^      e i 

Nous  pouvons  donc  écrire 

r  =  oo 

/=0 

et  l'équation  (4)  se  transforme  en 

(I  \  —  s  /     !  o  "■  a^  \ 

•T,  -  )  =  —  e  2    (  2 - )•'  y  (s,  — ^  j , 

résultat  qui  comprend  comme  cas  particulier  la  relation  (i). 

La  fonction  généralisée  de  Bernoulli  y  (5,  x)  me  semble  mériter 
d'être  étudiée  plus  spécialement.  Pour  le  moment,  je  ne  puis  en 
indiquer  que  les  propriétés  suivantes  : 

La  dérivée  par  rapport  à  j:  de  la  fonction  y  (5,  x)  est  aussi  une 
fonction  de  Bernotilli.  Il  est  très  facile  de  voir  que 

d 

^  /(s,  X)  =  y  {s,  X)  =  y(s—i,  x), 

relation  (jui  était  bien  connue  pour  des  valeurs  entières  et  posi- 
tives de  s. 


i:;i 


(  loiisidi  TOUS.  Je  |»liis,  la  lonclioii 


y(s,i  —  x) 


en  supposant  pour  le  inoni(3nl  que  la  partie  rc'cUc  de  x  est  cnlie  o 
et  +  1  . 

Si  la  partie  réelle  de  s  est  essentielleiiient  positive,  I  intégrale 
prise  le  long  de  Tliorizon  sera  nulle,  et  nous  pourrons  ajouter  au 
laeel  L  la  partie  de  l'horizon  située  au-dessous  de  l'axe  réel,  de  la 
manière  indiquée  |3ar  la  J'ii^.  •>..  Lu  variable  z  pari  du  point  +  x  , 

Fis.  2. 


j)arcourt  un  denii-eerele  de  rayon  infiniment  grand  situé  au-des- 
sous de  l'axe  réel,  décrit  le  lacet  L  et  revient  par  le  même  demi- 
cercle  à  -j-  00  .  1^'argument  de  ;  commence  par  o,  diminue  jusqu'à 
—  —  et  augmente  ensuite  juscju'à  ■>.— . 

r^u  (ixaut  les  deux  bouts  de  ce  contour  et  en  le  resserrant  en 
vertu  du  théorème  de  Caiichv,  il  est  facile  de  voir  que  le  contour 
pourra  être  transformé  en  un  lacet  (/)  et  en  deux  courbes  fermées 
entourant  les  points  critiques  —  liiiTZ  (^n  =  i ,  2,  3,  .  .  .),  l'une  en 
sens  direct,  l'autre  en  sens  inverse.  Ces  deux  courbes  pourront, 
de  plus,  être  réduites  à  des  cercles  innniment  petits  entourant  les 
points  critiques.  La  variable  ^,  parcourant  un  de  ces  cercles  en 
sens  direct,  aura  un  argument  situé  entre  tc  et  2-,  et  l'intégrale 

corrcs[>ondante 


■JLlT.  J 


a  donc  la  valeur 


g2«/7t.r  e 


(■in-)-'. 


im 


Mais,  si  la  variable  r  parcourt  le  même  cercle  en  sens  inverse,  son 
argument  sera  compris  entre  — -  et  o,  et  l'intégrale  correspon- 
dante — r-    /  ^^ ^    est   égale    à    — Q-nmix ^  i    ('.inT,)~\    La 


somme  de  ces  deux  intégrales  est 


—  e     -  '  (e''^'  —  e-'"^'" )  e-"''^^{-inT.)--''  =  —  lismr.se 


et  n  V  prendra  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  i  à  oo. 

I        r  e^^-^^~z-''  dz 
])ans  l'intégrale  - — -    1  ; j  prise  le  long  du  lacet  (/) 

qui  part  de  -r  x  et  enrerme  l'origine  en  sens  direct,  remplaçons  z 
par  e''^z.  La  nouvelle  variable  z  parcourra  le  lacet  L,  et  l'intégrale 
se  transformera  en 


r  e-^i-^^-z-^dz        É— "ï«    r    e'^-z-'^dz 

e-"^^  /    =  — ^-    I    ■ =  e-''^''y(s,x). 

.1,  I  —  e-~  11-  ,1,       e~ — I  '■ 


En  avant  égard  à  ce  que  nous  venons  de  dire,  nous  trouverons 
la  relation  suivante 


ITZ 


y  (s,  I  —  :r  )  =  e-"^^  y  (.v,  a:)  —  7.isin7:s  e     ^     - — —  >  

n  =  l 

OU  bien 

(6)       /.(^î  I  —  x)  =  e-'^'-^  y{s^x)  —  lii-x-Y^e     -     sin-5.  ^(5,  e'^^-f). 

Cette  équation  montre  la  relation  intime  qui  existe  entre  la  fonc- 
tion 'C{s,x)  et  la  fonction  de  Bernoulli.  La  fonction  v  peut  être 
exprimée  par  deux  fonctions  y  de  la  manière  suivante  : 

/  7t  I  Tî 

S  A" 

e     -     y{s,x)  —  e^     y(s,i  —  x) 
■il  sm-s 

Si  S  est  un  nombre  entier  positif  ou  négatif,  la  fraction  prend  la 

I  •      1  /  .      ,     o 

\aleur  indéterminée  -• 
o 

Je  ne  veux  pas  entrer  dans  plus  de  détails  sur  ce  sujet.  Le  but 
principal  de  cette  Note  était  de  déduire  l'équation  (5).  Je  fais 
encore  remarquer  que  cette  équation  pourrait  aisément  être  dé- 
montrée en  partant  de  r<''fjualion  de  délinition  de  la  fonction  gé- 
néralisée de  liernoulli  que  j'ai  donnée  |)lus  haut. 


—  iriu  - 

Si//-  /rs   /(US  (le  force  centrale  J'onclion   de   la   dislanee  i)Our 
l(t(/iiclle  loiites  les  trajectoires  sont  algébriques  ;  par  Al.  G. 

\.  Soiiy'(/')  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  dislance; 
le  mouvement  sur  le  rajon  vecteur  est  défini  par  l'équation 

Il  est  la  constante  des  forces  vives,  et  c  est  la  constante  des  aires. 
Supposons  que,  dans  une  zone  Z  comprise  entre  les  cercles  de 
rayons  a  et  b'^a  dont  les  centres  sont  à  l'origine,  la  force  soit 
attractive,  c'est-à-dire  que  f'{i')  soit  négative  entre  a  et  b.  Pre- 
nons un  point  Mo  dont  le  /■  sera  égal  à  /'o,  et  lançons  de  ce  point 
le  mobile  avec  une  vitesse  angulaire  0,,  et  une  vitesse  d'élonga- 
tion  /'y.  On  aura 

(  '2  )  c  =  ri  0'^ ,       k  =  r'^-  —  2  /(  /•„  )  -+-  /•;;  0  0- . 

Soit  /•,   une  valeur  de  /•  supérieure  à  /'o,  mais  comprise  entre  a 

et  ^, 

6  >  ri  >  /'o  >  «  ; 

comme  f\r)  ■<  o,  la  fonction  f{r)  est  décroissante;  on  a  donc 

/('/•o)-/(/V)>o. 

Il  est  alors  possible  de  déterminer  la  quantité  0'^,  de  telle  sorte 
que  l'expression 

(I)  2[/(,-o)-/(rO]-^tZo/iO;2>o 

'  I 

soit  positive;  choisissons  ensuite  /-'y  vérifiant  l'inégalité 

(!')  ^'o'  <  ^[/(''o)  -  /(n)l  -  '^^^=A  rlK-- 

'  î 

Cela  posé,  si  nous  éludions  le  mouvement  correspondant  à  ce 
choix  des  données  initiales,  nous  verrons  que  le  second  membre 
de  (i)  est  positif  [)our  /•  =  /-q,  mais  négatif  pour  r  =  /•,,  en  vertu 
de  l'inégalité  (F). 

Cela  prouve  que  la  trajectoire  est  tout  entière  comprise  à  l'in- 
térieur du  cercle  de  rayon  /•,  qui  a  son  centre  à  l'origine;  de  là  le 
le  m  me  suivant  : 


—  15i  — 

Lkmme. —  Si  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  dislance 
est  altraclive  dans  une  zone  Z,  tous  les  nioavcnients  dont  les  don- 
nées initiales  vérifient  certaines  ine;galilés  ont  lieu  sur  des  tra- 
jectoires comprises  à  l'intérieur  cV un  cercle  de  rayon  fini. 

En  un  mol,  ces  Irajccloires  n'ont  pas  de  point  à  rinlini;  repré- 
sentons par  (T)  l'ensemble  de  ces  trajectoires  soumises,  l'épélons- 
le,  à  de  simples  conditions  à^inégcdité  pour  les  données  initiales. 

2.  Ce  lemme  conduit  au  corollaire  suivant  : 

6*^'  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  distance  a  toutes 
ses  trajectoires  algébriques  et  si,  de  ]>lus,  elle  est  attractive  dans 
une  certaine  zone,  toutes  les  trajectoires  (T)  relatives  à  cette 
zone  étant  à  distance  finie  sont  nécessairement  lermées  puis- 
qu'elles sont  algébriques. 

11  suit  de  là,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  M.Bertrand,  que 
la  loi  de  force  doit  être  la  loi  d'attraction  de  la  nature,  ou  la  loi 
Ôl  attraction  proportionnelle  à  la  dislance. 

On  peut  en  elTet  énoncer  le  théorème  de  M.  Bertrand  sous  la  forme 
suivante,  immédiatement  applicable  au  cas  qui  nous  occupe. 

Si  une  loi  de  force  centrale  fonction  de  la  distance  est  telle 
que,  sous  le  bénéfice  de  certaines  inégalités  entre  les  données  ini- 
tiales, les  trajectoires  satisfaisant  à  ces  inégalités  soient  toutes 
fermées,  la  loi  est  justement  /'attraction  de  la  nature  ou  /'at- 
traction proportionnelle  à  la  distance. 

3.  Mais  il  se  peut  que  la  loi  de  force  centrale  ne  soit  attractive 
dans  aucune  zone,  et  alors  le  raisonnement  précédent  n'est  plus 
ajiplicable,  parce  ([ue  l'on  ne  peut  plus  satisfaire  à  l'inégalité  (I). 

l'oiir  lever  cette  difficulté,  il  suffit  de  faire  la  remarque  suivante. 
Supposons  généralement  qu'on  ait  dans  le  plan  les  équations 
d'un  mouvement 

f//2  '  clt^  ^    ' 


(«)  Dans  une  Note  aux  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des 
Sciences,  M.  Appcll  a  altiié  \c  premier  l'altrnlion  sur  riridifTéroni  r  du  farlour 
X  vis-à-vis  des  Irajccloires. 


-  irjy  - 

où  ).  est  une  constante  arbitraire  et  X,  Y  des  fonctions  de  ^,  v. 

Tons  les  monvcments  qni  correspondent  à  diverses  valeurs  de  X 
ont  les  mêmes  trajectoires.  On  sait  en  effet  qu'on  obtient  l'équa- 
tion titi  troisième  ordre  (les  tiajecloltcs  en  (-liminant  le  lem[)s  entre 
CCS  deux,  équations;  or  il  est  clair  que  ).  s'élimine  en  même  temps 
que  /. 

On  |)cut  dire  encore  que  Ton  passe  d'un  mouvement  à  l'autre 

en  y  remplaçant  t  par  t\/X. 

Prenons,  en  particulier,  ).  =: —  i,  et  nous  arrivons  au  résultat 
suivant. 

Les  mouvements 

Cl  "    Ou  _-  Ch  "    %Â-  -yr 

d'-x  ^  Y  ^Z  ==  _  Y 

dr-        '       df^ 

ont  les  mêmes  trajectoires  ou,  si  l'on  veut  s'en  tenir  à  la  considé- 
ration du  temps  réel,  les  trajectoires  de  ces  deux  mouvements  con- 
stituent en  quelque  sorte  les  deux  moitiés  d'une  même  famille  de 
courbes  à  trois  paramètres. 

Il  suit  de  là  que,  si  les  trajectoires  d'un  mouvement  sont  algé- 
briques, celles  du  second  le  sont  aussi.  On  peut  ainsi  ramener  le 
cas  d'une  force  centrale  répulsive  au  cas  d'une  force  attractive  et 
retomber  sur  le  problème  de  M.  Bertrand. 

On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Les  seules  lois  de  forces  centrales  fonctions  de  la  distance 
pour  lesquelles  les  trajectoires  sont  toutes  algébriques  sont 
/'attraction  et  la  répulsion  en  raison  inverse  du  carré  de  la 
distance,  et  /'attraction  et  la  répulsion  proportionnelles  à  la 
distance. 


Sur  une  proposition  entpiri<pie  énoncée  au  Bulletin; 
par  M.  JosEPU  Peuuott. 

Au  tome  XVI,  |)age  129,  du  Bulletin  de  la  Société  mathéma- 
tique, M.  (catalan  a  donné  un  théorème  empiri([ue  sur  lequel  il  a 
appelé  l'attention  des  géomètres,  et  qu'il  n'a  d'ailleurs  énoncé  que 
sous  une  forme  dubitative. 


—   (o6  — 
Cette  proposition  est  la  suivanle  : 

n  étant  un  nombre  entier,  soit  /r,  la  somme  des  diviseurs  de 
/?,  inférieurs  à  n,  soit  n^.  la  somme  des  diviseurs  de  n,  infé- 
rieurs à  /i,,  etc.  Cela  posé,  les  nombres  /?,  n^^  /io,  •  •  •  tendent 
vers  une  limite  A,  laquelle  est  i  ou  un  nombre  parfait. 

Elle  ne  semble  pas  exacte  :  si  l'on  fait  n  =  220,  on  aura 
/ii=i8^,         ni= -xio,         «3=284,         /ii='22o 
cl,  d'une  manière  générale, 

«2/1=  220,  /«2/i  +  l  =  '-iSî. 

On  n'arrive  donc  pas  à  une  limite. 


Sur  les  fonctions  réduites  suivant  un  module  premier  ; 
par  M.  A.-E.  Pellkt. 

1.  La  théorie  des  fonctions  entières,  réduites  suivant  un  mo- 
dule premier/?,  ofiVe  la  plus  grande  analogie  avec  celle  des  équa- 
tions abéliennes,  et,  en  retour,  la  théorie  algébrique  des  équations 
en  retire  le  plus  précieux  concours  au  j)oinl  de  vue  des  applica- 
tions. 

Le  théorème  qui  sert  de  base  à  la  méthode  que  j'ai  développée 
dans  le  Bulletin  (t.  XV,  p.  (36)  devient  ici  : 

^{x)  étant  une  fonction  rationnelle  à  coenicicnts  entiers,  soit  y- 
le  nojnbre  de  valeurs  distinctes  qu'elle  prend  lorsqu'on  remplacer," 
successivement  par  les  m  racines  d'une  congruencc  irréductible 
(mody?)  et  de  degré  m;  [jl  est  un  diviseur  de  ///  et  ces  ij.  valeurs 
sont  racines  d'une  congruencc  irréductible. 

Ainsi  soit  A  une  fonction  rationnelle  d'un  nombre  quelconque 

de  racines  de  congruences  irréductibles  suivant  le  mody):  formons 

la  suite 

A.     \p,     A/'S     ...,     ki>\     

Soit  V  h."  nombre  de  valeurs  distinctes  comprises  dans  cette  suite; 
on  a  A/'"'^  A  (mod/?),  et  ces  v  valeurs  sont  racines  d'une  con- 
gruencc irréductible  (mody?)  à  coefficients  entiers.  En  effet,  quel 
que  soit  le  nombre  de  ces  congruences,    leurs  racines   peuvent 


—  iri7  - 

s'exprimer  en  f'onelion  cnlière  d'uncî  racine  d'une  seule  congrnenco 
irréducliblc  dont  le  degré  est  égal  au  plus  peliL  muiLi[)lc  commun 
des  degrés  de  ces  diverses  congruences.  Posant  A  ^y(f)(mody?), 
il  vicnl/(;>)=  Aa'. 

!2.  Supposons  (pic  ion  connaisse  l'exposant  de  A,  c'est-à-dire 
le  plus  petit  nondjrc  /?,  tel  que  A"  ^a  i  (mod/?);  on  en  conclura 
facilement  le  nond)re  v;  v  est  le  plus  petit  nombre,  tel  (|ue  //' — i 
soit  divisible  par  n.  On  aura  des  indications  sur  cet  exposant  /;, 
lorsqu'on  connaîtra  une  relation  de  la  forme  A"' ^  a  (mod /?), 
a  étant  un  nombre  réel  ou  imaginaire  d'exposant  connu.  Remar- 
quons d'abord  qu'on  peut  supposer  m  premier  avec  p;  car  de 
X"^P^a^  on  déduit  A"^^aP''~\  v  étant  le  degré  de  la  fonction 
irr(''(Iuctible  dont  «est  racine.  Désignons  pare  l'exposant  de  a; 
de  la  congruence  A'"  ^  «  (mod/?),  on  déduit  A"*'^^  i  (mod//). 
Soit  g  une  racine  primitive  de  la  conguence 

(i)  x"^^=\     (mod/j); 

a  et  A  sont  des  puissances  de  g.  Posons  a  =  g'""  ;  le  est  pre- 
mier avec  (?;  et  .r  ^  o'^'"-  ^-'^  congruence  jc'"^  a  (mod/>  )  devien- 


d  où 
et  enfin 

Ainsi  l'on  a 


glm  _  gkm  ==  o      (  |]iod/J  )  ; 

;  m  —  km  ^s  o     (  mod  me  )  ; 
^^  k    (mode). 


A  E=  ^^^ae     (mod/?), 

a  étant  un  des  nombres  o,  i ,  2,  3,  .  .  .  (/»  —  1). 

L'exposant  n  auquel  appartient  ^^+="^est  le  |)lus  petit  nombre  // 
tel  que  (k  +  cf.e)n  soit  divisible  par  me.  Soit  e,  le  produit  des 
facteurs  premiers  de  e,  entrant  dans  m  pris  avec  l'exposant  dont 

ils  sont  affectés  dans  m;  —  est  premier  avec  e;  A'  étant  premier 

avec  e  l'est  aussi  avec  CiC,  et,  pour  que  le  produit  (A  +  ae)/i  soit 
divisible  par  e^e,  il  faut  que  n  le  soit.  En  particulier,  si  m  ne  con- 
tient que  des  facteurs  premiers  divisant  e,  on  a  e,  =1  m,  n  =  <?,e. 
On  déduit  de  là  ce  tbéorème  de  M.  Serret  :  Si  dans  une  fonc- 
tion F(.r)  irréductible  (mod/?).  de  degré'  v  cl   d'exposani  /?,  on 
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remplace  x  par  ;r^,  \  ne  renfermant  que  des  facteurs  premiers  qui 
entrent  dans  n,  F(^^)  se  décompose  en  facteurs  irréductibles 
d'exposant  n\  et,  par  suite,  d'égal  degré;  le  degré  de  ces  facteurs 
est  égal  à  v</,  q  étant  le  plus  petit  nombre  tel  que  />'■"?  —  i  soit  di- 
visible par  n\.  La  recherche  de  ce  nombre  q  est  un  problème 
d'Arithmétique  complètement  résolu  par  M.  Serret  dans  son  Al- 
gèbre supérieure  (t.  II,  chap.  III). 

3.  Désignons  par  P  le  produit  des  racines  de  la  congruence 
F(;r)  ^  G  (mod/?)  et  par  i  une  de  ses  racines  ;  on  a 

{i+p+,r-+. .  .-H/,v-<  ^  p     (  n>od/>  ). 

e  étant  l'exposant  de  P,  le  nombre  ^i  sera  tel  que  — ^ ^ —  soit 

^  1  (/>  —  1)6-1 

premier   avec  e,   et  l'exposant  n  de   i  sera  un    multiple  de  e^e^ 

fifeiC,  divisant e.  Prenons  pour  X  un  facteur  premier  de  e; 

la  fonction  F(x')  appartient  à  l'exposant  )x/?,e,e;  on  a 

p'"i—\  _       p''—\        {p'^'^—i){p  —  i) 
Xn^e^e         ni^iip  —  i)         ip'' — i)Xe 

Le  premier  facteur  du  produit  qui  figure  au  second  membi'c  est 
un  nombre  entier  non  divisible  par  ).;  si  donc n'est  pas  di- 
visible par  ).,  il  faut  que le  soit;  ce  qui  exige  que  ^  =:  ). ; 

donc,   ).  étant  un   facteur  premier  de  e  ne   divisant  pas   — , 

F(.r'')  est  irréductible  (mod/;>);  si  A  divise >  V{x'^')  se  décom- 
pose en  À  facteurs  irréductibles  de  degré  v  et  d'égal  exposant. 

Dans  le  cas  où  X  est  un  nombre  premier  divisant  p  —  i,  mais 
ne  divisant  pas  e,  F(j;"^)  se  décompose  encore  en  A  facteurs  irré- 
ductibles de  degré  v,  mais  Texposant  n'est  pas  le  même  pour  tous 
les  facteurs. 


exemple.  —  Soit  P  ^  —  i  (mod^)  ;  e  est  égal  à  ?..  Si 


p  —  i 


est 


impair  ou  p  de  la  forme  /\  m  —  i,  F(x-)  est  irréductible;  si,  de 
plus,  le  degré  de  F(^)  est  pair,  le  produit  des  racines  de  F(j;'-) 
est  encore  congru  à  —  i  et  V{jc-'')  est  irréductible,  quel  que  soit 
l'entier  a. 
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i.  Comme  seconde  application  du  llit-orème  fondamenlal,  nous 
élablirons  le  théorème  suivant  : 

F(^)  étant  une  fonction  irréductible  (niod/?),  de  degré  v,  dans 
la([uellc  le  coefficient  du  terme  de  degré  v  —  i  n'est  pas  congru  à 
G  (mod/j),  la  fonction  F {xP  —  x),  obtenue  en  rem[)laçanl  x  par 
xP — X  dans  la  première,  est  irréductible. 

Soit  1  une  racine  de  la  congruence 

(i)  lP—l~i    (niod/v), 

i  étant  une  racine  de  F(.r)  ^  o.  On  a 

'    !/'=  =  I  -(-  t  -H  //',         IP'  =  I  -h  t  -I-  ii>  -+.  ip\  

Soit  1/*^  I  (mod/^),  on  en  conclut 

i  -+-  il'  -+-  ir°  H-  . .  .  -f-  t/'^~'  =  o     (  mocI/>  )  ; 

d'où  ,  élevant  à  la  puissance  ^'  '"«^  et  i-etrancliant  membre  à 
membre, 

iP^  —  i  ^  o     (  inod/>  ), 

ce  qui  exige  que  /.•  soit  divisible  par  v.  Désignons  par  5,  la  somme 

i  +  iP  4-  i'''  H-  •  •  .  +  iP'"'  ;  on  a 

\p'=l    {moàp) 

si  .S|  ^  o(modyc),  et  I  est  alors  racine  d'une  congruence  irréduc- 
tible de  degré  v.  Les  y)  racines  de  la  congruence  (i)  sont  elTective- 
ment  données  par  la  formule 

I  =  «0  -t-  -  (  t''  +  2  î/''  -i- .  .  .  -+-  (  V  —  I  )  iP''-'  ), 

où  (Iq  est  un  des  nombres  o,  i ,  2,  ...,/)  —  i ,  lorsque  v  n'est  pas 
divisible  par /;.  Mais,  si  s^  n'est  pas  congru  à  o,  on  aura 

!''■'=  I  4- .«I,         !'''"■'=  I  M- msi, 

et,  pour  que  F""  soit  congru  à  1,  il  faut  et  il  suffit  que  m  soit  di- 
visible par  jo.  Ainsi,  dans  ce  cas,  le  plus  petit  nombre  k  tel  que 
P"' =  I  (mod/?)  est/>v. 

Il  faut  remarquer,  pour  l'application  de  ce  théorème  et  de  ce- 
lui qui  précède,  que,  par  une  transformation  linéaire,  on  pourra 
prescpie  toujours  donner  au  produit  et  à  la  somme  des  racines 
d'une  congruence  une  valeur  assignée. 
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Exemple.  —  Si.  dans  x  —  i ,  on  cliange  x  en  xP — x,  on  obtient 
la  fonction  xP  —  x  —  i,  qui  est  irréductible.  La  congruence 

tP-^xI'-^  —  I  ss  o     (mod/)), 
transformée  de  xP — x  —  i,  en  changeant  ^  en    -  est  aussi  irré- 
ductible ;  la  somme  des  racines  est  congrue  à  —  i  ;  en  changeant  x 
en  xP — .r,  la  nouvelle  congruence  sera  irréductible 

xP''—  xP-\-{xP  —  ar)/'-'  —  ISO     (mod/?). 

Sur  les  périodes  des  racines  de  V unité. 

5.    P  étant  un  nombre  premier,  considérons  la  congruence 

(i)  ^— ^  so     (mod/?). 

Son  premier  membre  se  décompose  en facteurs  irréduc- 
tibles de  degré  v,  exposant  de/?  relativement  à  P,  c'est-à-dire  plus 
petit  nombre,  tel  que/>^ —  i  soit  divisible  par  P.  Désignons  par  G 
urie  racine  primitive  du  nombre  premier  P,  et  par  0  une  racine  de 
la  congruence  (i),  qui  peut  être  réelle  ou  imaginaire.  Les  racines 
de  cette  congruence  seront 

0,     0»',     0*^%     ...,     OGf-'. 

Soity(j:)=o  l'équation  aux  q  périodes  des  racines  P''""=s  ^jç 
l'unité.  Les  racines  de  la  congruence y(.r)^  o  (mod/?)  sont 

Si=    V     OG'"^'.'     (niod/?), 

<i)  désignant et  l  un  des  nombres  o,  i ,  a,  •  .  • ,  7  —  i  • 

Elles  sont  réelles  si  v  divise  (o,  et  il  y  en  a  d'imaginaires  si  v 
ne  divise  pas  oj. 

En  efTet,  soit  p  ^  G«+P^  (mod  P  )  :  p'  étant  congru  à  1  (mod  P), 
v(a+  fjq)  est  divisible  par  P — i  ;  on  a  :  va  =  m.ioq —  (^'■"/j  et 
l'on  voit  que  a  est  égal  à  o  si  v  divise  to,  différent  de  o  si  v  ne  di- 
\  ise  |)as  (o.  Il  \  icnl 
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Si  a  est  égal  à  o.  s'-  esl  donc  congru  à  5/,  qui  esl  par  suite  un 
nombre  réel  ;  mais  si  a  n'est  pas  nul,  ^f  ^  f</+a( f^nod p);  si  donc  Si 
est  réel,  on  aura  dans  ce  cas 

et  5,  sera  une  racine  multiple  de  la  congruence/(^)^  o(mod/>), 
son  degré  de  multiplicité  sera  un  diviseur  de  q.  D'ailleurs  les  q 
nombres  si  ne  peuvent  être  réels,  car  autrement  on  en  déduirait 

la  décomposition  de en  q  facteurs  à  coefficients  entiers,  et 

réels  de  degré ;  ces    facteurs    se   décomposeraient    en  — ^^^, 


facteurs  d'égal  degré  v;  v  diviserait  donc 
contre  l'hypothèse. 


=  (>),   ce   qui   est 


().   L'équation   aux  deux   périodes  des  racines  P'''"^*''  de  l'unilé 


est 


(-1)  2    P 
-^ — -. =  o. 


Elle  est  irréductible  (mod  2)  si  le  produit  de  ses  racines  est  un 
nombre  impair,  et  elle  a  deux  racines  réelles  (mod  2)  si  ce  pro- 
duit est  un  nombre  pair.  Ainsi  2  est  résidu  quadratique  pour  les 
nombres  premiers  de  la  forme  8/v±i,  non-résidu  quadratique 
pour  les  nombres  premiers  de  la  forme  8/»'  ±  3. 

Pour   tout   nombre   premier  p   différent  de    2,    nous    pouvons 

mettre  le  premier  membre  de  l'équation  aux  deux  périodes  sous  la 

forme 

p-i 

(■2^  +  l)3-(-  l)~^P  =0. 

I'>llp  a  deu\  racines  réelles  (mody^j  ou  est  irréductible  (  nmd/?), 

suivant  que  \\ — ')  ''  Pj  ^  est  congru  à  1  ou  —  i(mod/>);  d'où, 
en  emplovant  te  sjmbole  {-\  pour  désigner  ±:  i  suivant  que  P 
est  résidu  quadratique  ou  non  suivant  le  module/), 


(—  0   2        2 


^m 


qui  cxpi'ime  nu  I  iK'di'ruic  c(''lèl)ie  de  F^egendre. 
xvn. 
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7.  Si  P  —  I  est  divisible  par  8,  on  a.  pour  léqualion  aux  qualre 
périodes, 

j'2  —  ,7-j'  _  (  6  2  -1-  in^  -+-  »i  or  )  =  o , 

/>  cl  /;?  étant  définis  par  l'équation 

1 6  62-}- (4  m  —  i)-=  P. 
et  X  étant  une  des  racines  de  l'équation 

'-P 

;r2-)-a7H ; —   =  O. 

4 

(  Voir  mon  Mémoire  Sur  la  théorie  des  équations  algébriques, 
Bulletin  de  la  Société^  année  1887.) 

Pour  le  nombre  premier  2,  les  racines  de  la  congruence  aux 
deux  périodes  sont  o  et  i;  les  quatre  périodes  sont  données  par  les 
congruences 

en  remarquant  que  m--\-m  est  toujours  divisible  par  2.  Les 
quatre  périodes  sont  réelles  si  b  est  pair;  il  y  en  a  deux  d'imagi- 
naires si  b  est  impair;  dans  le  premier  cas,  2  est  résidu  biquadra- 
tique  (mod  P);  dans  le  second  cas,  il  est  non-résidu  biquadratique 
(modP). 

Pour  tout  nombre  premier  /;  différent  de  2,  nous  pouvons  mettre 
le  premier  membre  de  la  congruence  aux  qualre  périodes  sous  la 
forme 

en  posant 

1-1-7  =  5,         a  =  4  m  —  I . 

Clicrchons  dans  quel  cas/)  est  résidu  biquadratique  (mod  P). 
Il  faut  d'abord  qu'il  soit  résidu  quadratique  et  alors  P,  d'après  le 
théorème  de  Legendie,  est  aussi  résidu  quadratique  (mod/));  soit 
P^a2(mod/?).  l^a  congruence  (1)  se  décompose  dans  les  deux 
suivantes  : 

a  a^  -1-  V  «  a  a  a-  —  2  a  x  , 

z^ z  — ===  o,  z'--¥-   -  z  — ==  o      (  mod  p  ). 

■j.  10  1  16 

Poui'    (\uc  les  (|ii;i!ic  p(''nodi'S   soiçiil   réelles,  il    (:iiil    cl   il  suflil 
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que  les  deux  nombres 

i/i)  •.«a(a -f- «  j,         •ia(a  —  a) 

soient  résidus  quadrall([ues  (modp).  Leur  produit,  étant  congru  à 
4a-(a- —  a"^)^  — —^  est  rc-sidn  quadratique  (mod/>)  si  p  ne  di- 
vise pas  ù. 

Si  p  divise  b^  l'un  des  nombres  (/?,)  est  congru  à  o  (mod/j), 
l'autre  à  4 y.'- (mod p) ;  p  est  donc  résidu  bi(|uadratique  (mod  P). 
Si  p  divise  «,  les  deux  nombres  n  se  réduisent  à  2a-  (mod/>);  ils 
sont  résidus  quadratiques  (mod/>),  et,  par  suite,  p  résidu  biquadra- 
tique  (mod  1^)  si  /)  est  de  la  forme  8/,-  ±  i . 

/;  ne  divisant  ni  b  ni  a,  posons  «  ^ /a  (mod/?).  Pour  que  les 
nombres  (/î)  soient  résidus  quadratiques  (mod/?),  il  faut  qu'on  ait 
à  la  fois 

/'-'  /'-'       p-i 

rP~^  —  1 5=  o,         ([-i-r)   ■-    ^s(i  —  r)  ^    ==2   -       (modp). 

Ces  congruences  sont  incompatibles  pour/»  égal  à  3,  5,  7,  et, 
par  conséquent,  ces  nombres  ne  peuvent  être  résidus  biquadratiques 
(mod  P)  que  s'ils  divisent  b  ou  a. 

8.  Si  P  —  I  est  divisible  par  4,  mais  non  par  8,  2  n'est  pas  ré- 
sidu biquadratique  (mod  P)  ;  en  désignant  par  z  —  j  une  des  quatre 
périodes  des  racines  p"^'"<^-'  de  l'unité,  on  a  l'éqation 

a  étant  déterminé  par  les  deux  conditions 

^b--\-  a-~P,         a  ==  —  I     (  mod  4 ). 

Supposant  p  résidu  quadratique  (mod  P),  nous  pourrons  poser 
P^a-(mod/?),  a  étant  réel,  comme  plus  haut.  La  congruence 

se  déconq)ose  dans  les  deux  suivantes  I 


3a2— 2rta  .       a  Sa^ 


9.  a  y. 


s=  o,  z--i — x;  4-  '- —  EïH  o      (modp) 

ri  11.  /       / 


2  16  2  iO 

Pour  que  leurs  racines  soient  réelles,  il  faut  cl  il  siiflit  (pic  les 
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deux  nombres 

(«')  — 2a(a  — a),         — 2a(a-f-a) 

soient  résidus  quadratiques  (mod/?).  C'est  donc  la  conditioji  né- 
cessaire et  suffisante  pour  que  p  soit  résidu  biquadralique  (mod  P). 

Si  p  divise  6,  Fun  des  nombres  (n')  est  congru  à  o  (modyo), 
l'autre  à  —  /\y--',  p  sera  donc  résidu  biquadralique  (mod  P)  s'il  est 
de  la  forme  /\m  +  i,  non-résidu  biquadratique  s'il  est  de  la  forme 
/\m  —  I.  Si  p  divise  a,  les  nombres  (n)  sont  congrus  à  — aa^; 
p  sera  donc  résidu  biquadratique  (mod  P)  s'il  est  de  l'une  des  deux 
formes  8/i-f-i  ou  8/: -h  3,  non-résidu  biquadralique  s'il  est  de 
l'une  des  formes  SA"  H-  5,  SA -h  y. 

p  ne  divisant  ni  a  ni  b,  posons  rt  ^ /-a  (mod/?).  Pour  ([ue  les 
nombres  (n')  soient  résidus  biquadratiques  (mod/)),  il  faut  qu'on 
ait  à  la  fois 

p-i  p_zl  '.IzJ 

,.p-i—i  =  o,         (H-r)  2    =(i_,-)  2    =(—2)  2  (mod/?). 

Ces  congruences  sont  incompatibles  si  p  est  égal  à  3  ou  à  5  ;  tou- 
jours satisfaites  s\  p  =  j. 

9.    L'équation  aux  trois  périodes  des  racines  P''^'"'^*  de  l'unité  est 

,  „  P(no+i)— aj2 

w  désignant  le  rapport  — :^—  et  Hq  étant  déterminé  par  l'équation 

27N2+(9rto-3(o  4-7)2=  4P.. 

Posons  /?o  =  —  I  H-  a)-+  3/«  ;  l'étpiation  aux  trois  périodes  de- 
vient 

.T^-h  x^  —  lux  —  0)3  —  3  m  oj  —  m  =  o, 

et  la  relation  précédente  montre  que  Von  a 

IN- — m -}- w2(io  —  i)  —  o     (inod3). 

Faisant  dans  la  congruence 

x^  -+-  X'  —  (0  X  —  ti)'  —  «1  =  0     (  mod  3  ), 
ou 

.r'  -+-  X-  —  (r),r  —  \2  -+-  (I)''  -t-  (ij2  ==  o     (  mod  3  ), 

les  trois  li\  [)olliè:5('S  f.)  congru   à  o,    i   ou    2  (rnf»d3).  ou  voit   que. 
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j)()iii-  (jiiflle  ail  ses  trois  racines  réelles,  il  faut  et  il  suffit  dans 
cliaque  cas  que  N  soit  divisible  par  3.  La  condition  nécessaire  et 
sullisanle  pour  que  3  soit  résidu  cubique  (modP)  est  donc  que 
4P  =  27.9.JN;  +  L2. 

Pour    to.iit    nombre    premier  p    autre    que    3,    nous   poserons 
'^x  -\-  1  =  r,  et  l'équation  aux  trois  périodes  devient 

j3_  3Pj  — PL  =  o, 

L  étant  détermine  par  les  deux  conditions 

4P  =  L2-h27N2,         L=i     (mod3). 

p  sera  résidu  cubique  (niodP)  si  la  congruence 

y^ — 3  PjK  —  PL  ES  o     (niod/>) 

a  ses  trois  racines  réelles.  Si  p  divise  N,  cette  congruence  devient 

3  L2  L^ 

y^ y r  =^  o     (mo(J/>); 

4  4 

clic  admet  la  racine  simple  L  et  la  racine  doidjle '-'  Si  p  di- 
vise L,  elle  devient 

q2^2 
Yi—^——y~o     (mod/j); 

elle  a  encore  ses  trois  racines  réelles.  Ainsi,  tout  nombre  divi- 
sant N  ou  L  est  résidu  cubique  (modP). 

Pour  que  le  nombre  premier  /),  ne  divisant  ni  L  ni  N,  soit  ré- 
sidu cubique  mod  P,  il  faut  et  il  suffît  que  la  congruence 

y'^ — 3P^  —  PL  =5  o     (mod/)) 

ait  trois  racines  distinctes  et  différentes  de  o.  Il  en  sera  de  même 
de  la  congruence 

,      3P         PL  ,    ^ 

s^ r  z E=  O     (  mod  p  ), 

a^  a? 

transformée  de  la  précédente  en  posant  i-  ^^  a:;,  et  l'on  peut  choi- 

3P  . 
sir  a  de  manière  que  —^  ^oil  congru  à  i  si  3  P  est  résidu  quadra- 
tique (môd/?),  à  un  nombre  non-résidu  quadratique  assigné  si  3P 
est  non-résidu  quadratique,  à  2  par  exemple,  pour/?  égal  à  5,  i  i, 
i3,  à  3  si/>  =  -.  On  voit  alors,  par  un  calcul  assez  court,  qu'une 
telle  congruence  est  impossible  pour/>  égal  à  2,  5,  7;  ces  nom- 
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bres  premiers  ne  peuvent  donc  être  résidus  cubiques  (inodPj  (|ue 
s'ils  divisent  L  ou  IN.  Pour  p  égal  à  ii,  les  valeurs  (mod  1 1)  de 
x^ —  ;r  et  x"^  —  Olx  sont  respectivement 

cc'^  —  X O,       —    ),  2,       5,       —  I,       O,  5,       —  2,       —  5,       -r-  I 

x"^ — ix — I,  4)     — '•      ')  5,     I,     — 4,  ')     — i>  6 

pour  les  valeurs  i ,  2,  3,  4^  5,  —  i ,  —  2,  ^ —  3,  —  4^  —  5  de  jc. 

Les  seules  congruences  satisfaisant  aux  conditions  requises 
sont  donc 

a?^— i^drisso     (inodii). 

Si  donc  1  I  est  résidu  cubique  (modP),  on  doit  avoir 

3P  I>L 

-^=2,  -— =dzi      (mod  II); 

a'  a* 

d  où,  par  rélimination  de  a, 

L2  =  2P     (mod  II). 

Celle  condilion  nécessaire  est  aussi  suffisanle. 

l^our  P  égal  à  i3,  les  valeurs  (mod  i3)  de  .r^  —  x  et  de  x^  —  xx 
sont  ^ 

x"^  —  X o,     6,     — 2,     — 5.  3,  2,     o,     — 6,     2,  5,     — 3,     — 2, 

x^—ix -I,    4,     —3,         4,    —2,    —4,     I,    —4,    5,    —4,         2,         4 

pour  les  valeurs  1,  2,  3,  4,  5,  6,  —  i,  —  2,  —  3,  —  \,  —  5,  —  6 
de  X. 

Les  seules  congruences  satisfaisant  aux  conditions  requises 
sont  donc 

x^ — 2a"±4'^o     (mndi3). 

Pour  que  i3  soit  résidu  (modP).  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

3P  =  2a2,         PLE=±La3     (modi3), 

a  étant  un  nombre  réel;  d'où,  par  l'élimination  de  a, 

L2~2P     (modi3). 

Ainsi,  lorscpie  lu  11  des  nombres  1  i  ou  i  3  ne  (li\i>('  ni  L  ni  N, 
pour  qu  il  soit  résidu  cubique  (modP),  il  faut  et  il  suflil  que 
Ton  ait 

\.-  -  27N2s=  2p     (  mod  I  I  on   |3  I. 
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Cette    condition    ini|)li(|ue    que    P    soit    non-résidu     (juadrati(]uc 
(mod  II  ou  i3). 


Sur  a /t  problème  de  Géométrie  cinématique  ;  ^diV  M.  Lvquière. 

Dans  la  séance  du  iG  juillet  1888,  M.  Laisant  a  résolu,  par  la 
théorie  des  équipollcnces,  la  question  suivante  : 

Deux  mobiles,  X,  Y,  parcourent  leurs  trajectoires  d'un 
mouvement  uniforme  ;  déterminer  les  éléments  de  la  trajec- 
toire (lu  point  Z,  qui  divise,  proporiionnellement  aux  deux 
vitesses  constantes,  la  droite  qui  joint  les  positions  simulta- 
nées des  deux  mobiles. 

La  Géométrie  infinitésimale  fournit  facilement  les  mêmes  résul- 
tats. Soient  XX',  YY'  deux  arcs  élémentaires  correspondants. 
Menons  XX,,  parallèle  à  YY'  et  égal  à  XX';  le  point  Z  sera  l'in- 
tersection des  deux  droites  YX  et  Y'Xj.  Menons  ensuite  ZZ', 
parallèle  à  XjX';  on  aura  la  position  Z',  simultanée  de  X',  \',  par 
l'intersection  de  ZZ'  avec  Y'X'. 

Donc  l'élément  de  la  trajectoire  Z  est  parallèle  à  XjX',  c'est- 
à-dire  également  incliné  sur  les  deux  éléments  de  X  et  Y.  Calcu- 
lons sa  longueur  ZZ'.  Soient  m,  n,  cp  les  grandeurs  des  deux 
vitesses  et  leur  angle  d'inclinaison  mutuelle  ;  on  aura  les  propor- 
tions 

ZZ'    _  ZZ'  _   Z^'  _  Z'Y'         _        n 

XTX^  ~  ïXX'sin  jcp  ~  \^'  ~  Z'Y'—  Z'X'  ""  n  —  m' 

doù 

ZZ\n  —  m)  _  XX'  _  YY'  _ 
imn  sin|  (p  m  n 

,         .  1  •       --/  1  "i-mn  sini  o 

fLa  vitesse  du  pomt  Z  est  donc ^-^  • 

Soient  encore  Rj,-,  Rj.  R^  les  rayons  de  courbure  des  trajec- 
toires en  \,  Y,  Z,  et  <:/a,  r/,3,  do)  les  angles  de  contingence.  La 
direction  de  ZZ'  étant  bissectrice  (extérieure)  des  directions  XX' 
et  YV, 


-   IGS 


bien 


ZZ 

"h 


xx 

h7 


VY 

1Î7' 


soit,  en  verlu  des  proporlions  ci-dessus, 


La  longueur  R,  est   donc  celle  de  la  bissectrice  d'un  triangle 


formé  par  deux  côtés  de  longueur 


Ka, 


Ky,    compre- 


nant entre  eux  l'angle  (i8o  —  cp),  supplémentaire  de  celui  des 
deux  normales  XXq,  YYq.  Or  la  normale  ZZq  ayant  précisément 
cette  direction,  le  centre  de  courbure  Zq  sera  situé  sur  la  base  du 
triangle  UZV  construit  de  la  manière  suivante  : 


A 


Joignons  par  les  droites  YXo,  XYq  le  point  de  chacune  des 
trajectoires  au  centre  de  courbure  de  la  seconde  ;  menons  par  Z 
les  parallèles  ZU,  ZV,  aux  normales  en  X  et  Y  ;  elles  sont  res- 
pect ivcment  rencontrées  par  les  droites  YXq,  XVq  en  des  points  A 

.1  i;.  iri.  ,|McZA=  — ^^R^.;  ZB  =  -^^^R,.. 

Prenons  '/X    il-  //A  et  ZV  =  2ZB,   on  obtiendra  la  droite  UV, 


—    IG'J  — 

l»ase  du   triangle  dont  la   bissectrice  en  Z  sera  la   normale   à   la 
courbe  Z,  et  aura  pour  pied  le  centre  de  courbure  Zy. 


Note  sur  les  variations  du  rapport  anharmoniq ue  de  quatre 
points^  dont  trois  sont  fixes;  par  M.  C.-A.  Lais.v>t. 

(Séance  du  aS  janvier  1H89.) 

MG    AC 
\  .   Soit  '^rrrr  :  pjr  =\  Ic  rapport  anharmonique  des  quatre  points 

M,  A,  B,  C  situés  dans  un  môme  plan,  les  Irois  points  A,  B,  C 
étant  fixes;  A  sera  en  général  un  rapport  géométrique  dont  le 
module  /•  sera  un  nombre  positif,  et  dont  nous  désignons  l'argu- 
ment par  6, 

Posons,  en  outre, 

gr  AC  =  b,         gr  AB  =  c,         ang  BAC  =  A. 

Nous  aurons 

MG  b    f,     , 

^   '  MB  c 

2.   La  forme  de  cette  relation  (i)  nous  montre  immédiatement  : 
i"  Que  si  9  est  constant  et /•  variable,  le  lieu  géométrique  décrit 
par  M  est  une  circonférence  passant  par  les  points  B  et  C  (seg- 
ment capable  de  l'angle  8  -\-  A,  décrit  sur  la  corde  BC)  ; 

•2°  Que  si  /•  est  constant  et  9  variable,  le  lieu  géométrique  de  M 

est  une  circonférence  dont  le  centre  est  situé  sur  BC  (lieu   des 


points  tels  que  le   rapport  de  deux  distances  à  C  et  B  est  égal 

En  particulier  : 

Si  8  =  0,  le  lieu  géométrique  de  M  est  la  circonférence  cir- 
conscrite au  triangle  ABC;  le  rapport  anharmonique  est  alors 
réel  ; 

Si  8  = —  A,  le  lieu  géométrique  de  M  n'est  autre  que  la  droite 
BC; 
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Si  0  =  -  —  A,  le  Heu   o'éométriqiie  de    M  est  la   circonférence 

décrite  surBC  comme  diamètre; 

Si  /•=  I,  le  lien  géométrique  de  M  est  une  circonférence  pas- 
sant par  A,  par  le  pied  de  la  bissectrice  de  A  dans  le  triangle  ABC, 
et  avant  son  centre  sur  BC; 

Si  /■  =  ,  le  lieu  géométrique  de  M  se  réduit  à  la  droite  per- 
pendiculaire sur  le  milieu  de  BC. 

3.  Lorsque,  9  étant  seul  variable,  on  donne  successivement  à  r 

deux  valeurs  /'',/",  telles  que  ;•'/■"=  j-^ ,  les  deux  lieux  géométriques 

qu'on  obtient  ainsi  pour  M  sont  deux  circonférences  symétriques 
par  rapport  au  milieu  du  côté  BC. 

Lorsque,  /•  étant  seul  variable,  on  donne  successivement  à  0 
deux  valeurs  9',  0',  telles  quef)'H-f)"= —  2 A,  les  deux  lieux  géo- 
métriques qu'on  obtient  pour  M  sont  deux  circonférences  symé- 
triques par  rapport  à  la  dioite  BC. 

On  remarquera  que,  dans  le  cas  où  r  est  variable,  il  faut,  pour 
obtenir  les  lieux  géométriques  complets,  supposer  que  r  prend 
toutes  les  valeurs  réelles  depuis  — ce  jusqu'à  -j-'^',  autrement,  en 
ne  donnant  à  /•  que  des  valeurs  positives,  on  n'aurait  qu'un  arc 
des  circonférences  en  question 

,     ,  ,     .        ,  ,  , ,     .      MC        -,   AC 

4.  lia  relation  (i  )  peut  s  écrire  ^-r^  =  A  r-^  ou 

(a)  M  — c  =  à(m  — b) =)-a('M  — B). 

^     ^  A  —  B 

\in  la  dilférentianl,  on  a 

(h]  (  I  —  Ào:  )  =  a  dl  (  M  —  li  ). 

Si  l'on  donne  à  ).  un  autre  accroissement  iiinnimenl  petit  d'/., 
on  aura  de  même 

d.M (i  —  Xa )  =  xâliM  —  B  ) , 

et,  par  consé(jueiit, 
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Appelons  f/).  raccroisseiiieiil  de  À  lorsque,  /•  reslanl  constant, 
on  fait  seuletnent  varier  9,  et  dh  raccroissement  qu'on  obtient  en 
laissant  9  constant  et  faisant  varier  /•.  Alors 

dl  =  ifU)rt^,         0l--dri^. 

Donc,  en  vertu  de  la  relation  (3), 

ih\        .rdO      . 

lien  résulte,  par  conséquent,  que  les  deux  déplacements  infi- 
niment petits  du  point  M  ainsi  obtenus  sont  rectangulaires,  c'esl- 
à-dire  que  les  deux  systèmes  de  circonférences  considérés  au  n°  2 
ci-dessus  sont  orthogonaux. 

5.  Si  1  on  écrit  une  relation  réelle  ({uelconque  entre  les  deux 
variables  /•  et  8, 

(5)  /(r,e)  =  o, 

le  point  M  sera  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une  certaine  courbe 
que  l'équation  (5)  représente.  On  a  ainsi  un  système  de  coordon- 
nées tout  à  fait  analogue  comme  notation  aux  coordonnées  po- 
laires, mais  d'une  interprétation  géométrique  bien  différente. 

Quand,  une  position  du  point  M  étant  déterminée,  on  fait  va- 
rier successivement  l'une  ou  l'autre  de  ses  deux  coordonnées,  en 
laissant  l'autre  fixe,  le  point  INI  se  déplace,  soit  sur  l'une,  soit  sur 
l'autre  des  deux  circonférences  orthogonales  des  deux  systèmes. 

L'équation  r  =  o,  en  particulier,  représente  le  point  C  et  l'équa- 
tion /•  =  GC,  le  point  B. 


Sur  les  isomclriqites  (Viine  droite  par  rapport  à  un   système 
de  droites  concourantes;  par  M.  M.  n'OcACNE. 

Je  rappelle  que  j'ai  donné  le  nom  d^isonicfric/ue  (')  d'une 
courbe  K,  par  rapport  à  un  système  de  courbes  (C),  toute  courbe 
telle  que  son  arc  compris  entre  deux  quelconques  des  courbes  du 


(')  Voir  \e  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  Mil,  p.  71 


système  (C)  soit  égal  à  l'arc  de  la  courbe  K  compris  entre  les 
mêmes  courbes. 

En  particulier,  une  courbe  est  isométrique  d'une  droite  D  par 
rapport  aux  droites  issues  d'un  point  O,  lorsque  l'arc  de  cette 
courbe  compris  entre  deux  quelconques  des  droites  issues  de  O 
est  égal  au  segment  de  la  droite  D  compris  entre  ces  droites. 

Ce  cas  se  trouve  traité  au  n"  o  du  petit  Mémoire  que  je  viens  de 
rappeler.  Je  vais  en  donner  ici  une  solution  plus  simple. 

Prenant  pour  origine  le  point  O,  pour  axe  des  x  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  la  droite  D,  l'axe  Oy  étant  parallèle  à  D, 
et  appelant  a  la  dislance  du  point  O  à  la  droite  D,  on  a,  pour  l'or- 
donnée h  du  point  où  la  droite  D  est  coupée  par  la  droite  qui 
joint  le  point  O  au  point  (.r,  7'), 

(  n  A  =  ^ , 

X 

et  l'on  doit  avoir 


//'  et  )''  représentant  les  dérivées  -y-  et 


dx 


Dans  une  jiremière  solution,  j'éliminais  h  entre  ces  deux  équa- 
tions, de  façon  à  avoir  l'équation  dilTérentielle  de  la  courbe  cher- 
chée. On  va  voir  qu'on  est  conduit  à  des  calculs  plus  simples  en 
éliminant  y.  En  efifet,  (i)  donne 


,      h  -I-  K  X 
y  = 


a 


L'équation  (2)  devient  donc 


"-v/-(^^7 


(3)  h-v  h' X  =  a\Jh"^—\  . 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  .r,  on  a 

, ,  dK  ah'       dh 

9  A   -I-  r  -j-  —    - — — 

dx        ^Jh"^—\    «-^ 
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ou 

dx         X  a 

dh!       ih'  ~  -i^^h^THy 

Intégrant,  en  prenant  x  pour  fonction  de  h' ,  on  a,  C  étant  une 
constante  arbitraire, 


;  r-    /-,  '"•    1 

s/h!  L  J  v/4/i'*-4/i'J 


Posons 


-  Ç  rfA 

"     J,    v/4A'3-4A'* 

Dès  lors,  suivant  la  notation  de  M.  Weierstrass, 

h'  =  p(u)  (avec  ^2  =  4,     ^3=0) 

et 

C  +  atf 

(4)  ^  =  -7=  • 

\/p{u) 

L'équation  (3)  donne  alors 

h  ^=  a  \/p [u  )-  —  I  —  (C  -h  au)  \/p{u), 
puis  l'équation  (i), 

(4')  r=  — 7=[«V^JH«)-— ^  — (G-^a«0/p('M]- 

av/p(") 

Les   équations  (4)  et  (4')  résolvent  le  problème.    Remarquant 
que  p{i/ )-  —  I   est  ici  égal   a  -, ?  on   peut  remplacer    la    for- 
mule (4)  par  la  suivante  : 
(A  bis)                       (  G  -^  ""  >  ["P\  "  ;  —  2  (  C  -^  ciu  )  p  (  u)]   (  '  ) 

(')  Une  légère  faute  d'impre?sion,  qui  d'ailleurs  saute  aux  j'eux,  s'est  glissée 
dans  la  seconde  des  formules  de  mon  Mémoire  sur  les  isométri(jues  {Bulletin, 
t.  XIII,  p.  79  ).  Cette  formule  doit  être  rétablie  ainsi 

_ap'(M)— 2(C  +  aM)p(M) 


irianls  de  la  fonr 


Ici  ilaillciu-s  les  invariants  de  la  fonction  p  ne  sont  pas  le*  mèmrs  que  ri-dessus. 

-.lie     cr    • —  /.        tr    — 
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\  oici  maiiilenanl  coiniiient    peut   se    tirlermliier    le  cenlie  de 
courbure  des  courbes  qui  nous  occupent. 


Prenons  sur  la  courbe  un  point  M  dont  le  vecteur  OM  coupe  la 
droite  D  en  M,.  iMJX  et  M,N)  étant  les  normales  polaires  en  M  et 
en  M(,  limitées  à  la  perpendiculaire  élevée  en  O  à  OM,  on  a,  en 
appelant  ds  la  difTérenlielle  de  l'arc  de  courbe  en  M,  égale  à  la 
diirérentielle  du  segment  de  la  droite  D  en  M,,  et  to  l'angle  de  OM 
avec  OP, 

ds  =  MN  dio=  Ml^|  <h'>. 

Donc, 

MN  =  M,N,. 

l^a  normale  en  M  se  trouve  ainsi  déterminée. 

Soient  maintenant  a  l'angle  de  la  tangente  en  M  avec  OM, 
a,  l'angle  de  D  avec  le  même  vecteur,  OM  =  p,  OM,  =  0|.  L'éga- 
lité précédente  donne 


pi  '^"1 


[*ar  suite. 


siiiai  (1^  -h  ■j  cnsx,  r/aj  =  sinar/o|  -+-  p,  rosar/a. 
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Mais 

d'j  =  p  cot  3t  c/oj,  t/0|  =  Pi  cola]  f/w, 

rfa  =  ( I  )  rffo(  1  ),  d'Xx  —  —  rft.j, 

n  <'laiit  la  normale  polaire  .M\,  /•  i(;  ravoii    de  courbure  en  M.  \/a 
relation  jtréeédenle  devicnl  done 

p  cota  sin  ai  —  p  cosai  =  pi  cotai  sin  a  -+-  pi  cosa  ( il 

ou,  après  des  réductions  faciles, 

n        .  /    p  pi 

Pi  cosa  —  =  sin (  ai  —  a  )      V —  -!-  -4 

r  \  sina        sin  ai 

Or 

P  pi     _ 


sin  a        sin  ai 

Il  vient  donc  finalement 

picosa 


sin(^ai  —  %) 
Par  le  point  O,   menons   la   parallèle  OH  à   MN.  Nous  avons 
HOM,  =  -  -l-a,  OHM,  =  a  —  a,.  Donc,  le  triangle  OHM,  donne 
MiH  cosa 


OM,         sin(ai— a) 
ou 

M 1  H  =  -r^ =  -2  /•. 

sin(  ai  —  a  ) 

Par  suite.  M,  H  eut  égal  an  diamètre  du  cercle  oscillateur  au 
point  M. 


(')  Formule  (6)  de  ma  Noie   Sur  les  transformations  centrales  des  courbes 
planes  {Malhesis,  i884). 
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Sur  l'identité  des  nœuds  d'une  courbe  du  quatrième  ordre  et 
des  nœuds  de  ses  contravarianls  quartique  et  sextique;  par 
M.  Henry  Jeffery. 

1.  Puisque  l'équation  tangenlielle  d'une  quartique  est,  en  fonc- 
tion de  ses  contravariants  S  et  T,  S^  —  îyT-i=  o,  on  doit  penser 
que  ces  courbes  auxiliaires  auront  des  nœuds  si  la  quartique  pro- 
posée en  a  elle-même. 

Outre  cela,  les  courbes  S  =  o  et  T  =  o  sont  respectivement  les 
enveloppes  d'une  droite  qui  coupe  la  quartique  primitive  en  quatre 
points,  formant  une  proportion  équiliarmonique  et  harmonique. 
Dans  le  voisinage  d'un  nœud,  les  points  d'intersection  se  rappro- 
chent de  plus  en  plus,  jusqu'à  ce  que  trois  d'entre  eu\  coïncldenr, 
ou  deviennent  infiniment  voisins,  sur  une  tangente  au  nœud. 

2.  L'Auteur  a  vérifié  par  le  calcul  l'existence  et  l'identité  de 
ces  nœuds  dans  les  cas  séparés  des  quartiques  uninodales,  bino- 
dales  et  Irinodales.  Mais  il  faut  distinguer:  bien  que  les  tangentes 
aux  nœuds  des  courtes  U  (la  quartique  donnée),  S  et  T  soient 
identiques,  la  courbure  des  branches  peut  être  différente. 

Ordinairement,  pour  U  et  S,  il  n'y  a  pas  d'inflexion;  mais  il  j 
a  deux  inflexions  en  chaque  nœud  de  T.  En  particulier,  les  con- 
travariants S  etT  des  quartiques  bicirculaires  sont  doués  de  foyers 
doubles  et  triples  respectivement.  D'autres  modifications  se  pré- 
senteront dans  la  suite. 

3.  Au  moyen  du  principe  de  la  dualité,  on  voit  cpie  les  bitau- 
genles  d'une  courbe  de  la  quatrième  classe  appartiennent  aussi  à 
leurs  contravariants. 

4.  I.  Î.PS  quartufues  uninodales.  —  La  forme  la  plus  géné- 
rale de  ces  courbes  (Uj  est,  en  coordonm-cs  poncturllcs,  si 
G,  (a  =  o,  ji  =  o  ),  est  le  nœud  simph-, 

-+-rt,a*-4-  4a.2a^p  -+-  6/j  a^  p^-t-  46,  aps -I-  6,  p*  =  o. 
Lo  ciciiv  laiigcMlc>  (Il  C,  (-a-+2//a'i+/[5-  =  ()),  rciicoMlrcnl 
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le  rôti'"   \n  cil  (l(Mi\  |)(»inls,  doiil  les  coordonnrr's  lan^fiiliollfs  sont 
fp-a"^ —  nLiipcjab  -\-  ^'q'-h'^  —  o. 

Nous  ih'sienons  par  -,  V'  -  '''^^  coor(]onn(''es  />,  r/,  /•. 
o  ^         a     h      (•  Il 

Oïl  lioiive  dans  les  Courbes  suprrieiires,  de  Salmon  (p.  :^5i), 

le  cf)iilvavariaiit.  S,  dont  l'é(|iiatioii  |>etil  èlre  ainsi  disposée 

S  -:=  "î  (/^^  -f-  p:y-  -h  hz-  —  ■>.  I yz  —  ->.  m  zx  —  x  nxy  )2 
-1-  i2  5[«^3a-''-î-(3//  —  '\mn  —  ffb:i)x^y 

-^{"igni  —  3  ni  —  /a3).n'2-i-  /la.-,  j-^  | 

^z^x,y)''^z--(x,yy-^z'(x,y)» 
ou 

h)  S       3rr:-Fr>.  j?/3-f- ;:^(,). 

De  la  même  manière, 
{■!)  T    -  —  rji  — G  c  (•.//;,-+- ^2  [{. 

Jj'é([iial  ion  lanj,;('nlielle  de  IJ, 

53—27X2  =  0, 
dévelo|)|)(''e,   (\t'\  leni 

( 3 )  p.]  ( I ■>.  // 1  -f-  ?.  R ('2 -+-  îtj i'I )-\-  zo  =0. 

Dans  les  ('(inations  (i),  (2),  (3^,  si  ;  r=  o,  il  reste 

fx-  —  -i/i  xy  -h  gy-  =  o  ; 

par  conséquenl ,  pour  U,  S,  T,  C.  est  un  nœud,  et  les  tangentes 
en  C  sont  identif[ues  ;  mais  des  inilexions  se  trouvent  en  T  seule- 
ment. 

Transformons  eelle  proposition  par  le  principe  de  la  dualité  : 
.r-,y\  z-  sont  des  coordonnées  trilinéaires,  AB  devient  une  tangente 
double  des  courbes  (i),  (2),  (3);  mais,  pour  la  courbe  (2),  c'est 
une  tangente  en  deux  points  stationnaires  d'indexion,  savoir  ceux 
où  elle  rencontre  la  conique  r^. 

5.  Si,  dans  la  quartique  iininodale  U,  les  termes  cpii  renferment  v 
disparaissent,  les  tangentes  au  no'iid  ii  sont  stationnaires.  et  C  est 
un   point  dinlli'Xion  i\v  cliaqiic  branclic. 

Ainsi 

S  =  3p^  +  ^2Q;  t   .-J—C^-r-   cM^. 

XVII,  \1 
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et  réquation  langenlielle  de  IJ  est 

^'|(2R-^^2Q)-^-s2R'  =  o. 

Pour  T  et  U,  les  nœuds  sont  identiques;  mais  les  deux  tan- 
gentes, qui  sont  menées  par  C  à  la  conique  is,  sont  des  bilan- 
gentes  doubles  de  S  :  il  n'y  a  point  de  nœud  pour  S  au  point  C. 

6.  II.  Les  qiiartiqjies  bicirculaires  et  binodales.  —  On  sup- 
pose que  la  quartique  bicirculaire  U  est  engendrée  par  la  méthode 
de  Laguerre,  et  que  le  cercle  jacobien  (J)  et  la  conique  différente 
(F)  sont  rapportés  au  triangle  aulopolaire  ABC, 

(J  )  «2  rjï  ent  A  -l-  b^  ^2  eol  H  -i-  c'^  v?  roi  C  =  o, 

^     '  l  m       '  Il       ^         ■ 

Si  l'on  considère  la  quartique  comme  l'enveloppe  d'un  cercle 
variable,  qui  coupe  J  orlbogonalement  et  dont  le  centre  se  trouve 
sur  F,  son  équation  est 

x(a2a2c,-h  62[32c2-+-c2Y2c3)(/aac,-+-  mb^c-i^  ncycs) 
M-  4(aa  -i-  b^-h  cyY{la^a''-c\-+-  mb"^ ^^^ cl -^  nc^ y^ cl)  =  o , 

<^i<  '''1  c-i  désignant  cotA,  cotB,  cotC. 
De  plus,  soit 

■j.'L  =  p-(c2-hC3)-+'tjHc3-^  Ci)-h  /•^{ri-\-  c-i  )  —  i  qrci  —  i  rpc,  —  a/J^Oj 
—  ioiO)2  cosôc  A  cosccB  cosécG, 

(0,  =  o,  co2="  O  étant  les  équations  des  points  circulaires  à  l'infini. 
La  conique 

0  —  Ip"^-^  mq'^-\-  nr- — (/ci+  mc'2+  «Cs)^^  =  o 

est  hoiiiofocale  à  la  conique  directrice  F. 
Posons 

'l'a. 

-+-  /ni{p'^C2-T-  q'-Ci  —  ^.riCj-  ), 
SL--  -  (■?./+  m  -h  n)( p- ninclcl-h  q- ni rlc]-^-  r'-lnH']c\ 
—  liniti  pc.,C:i  -!-  </';tCi  -4-  /Vi  c^  )-. 
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On  a 

(■'esl-à-dir(^ 

—  \fp-(-l/Cl   /Il  ('2  /lf;i) 

-h  rnrj-(2mr.,—  iic;^—  /ci  )^  /ir'-(9.nr^ — /r,  —  /«r^ll^.X 
-{-(  /'-r'j  -h  ni'-r'l  —  n-c'j  —  m/iroc^ —  ulr^^c^  —  /«ïr,  c,  )/\Y.'-. 

T  =  63-+-  îOo-H-//. 
[-a  forme  équivalente  de  U(S'' —  27T-)  devient 

0-2  (  J  o2  _  Oy  )  -I-  .^3  _  I  Ocpy  —  K;    ■/■}  =  O, 

dont  chaque  terme  contient  le  fadeur  .\'ï.- . 

Par  conséquent,  il  y  a  deux  fovers  douMes  de  S  et  U,  et  deux 
fovers  triples  de  T,  qui  sont  identiques  avec  les  foyers  simples 
de  F.  Il  y  a  d'ailleurs  quatre  loyers  simples  de  U,  qui  sont  les 
foyers  de  la  quartiqne  de  la  quatrième  classe 

7.  On  peut  étendre  la  même  recherche  aux  (juartiques  hino- 
dales.  Si  l'on  modifie  la  méthode  de  Laguerre,  une  hinodale  peut 
être  engendrée  au  moyen  d'une  conique  directrice  F,  et  l'on 
peut  se  servir  des  calculs  du  n"  G,  si  les  svmholes  r,,  Co,  c^  sont 
indéfmis,  et  si  l'on  introduit  CoTs -h  C3C1  +  Ci  Co  à  la  place  de 
l'unité,  afin  de  rendre  S  et  T  homogènes.  Par  exemple,   on  écrira 

6  =(c2C3-f-  C3C,H-c,C2)(//»2+  mq"^ -^  nr^)  —  (lci-h  mc^-^  nc;i)-2l.. 

Dans  ce  cas  général,  2^  =  0  désigne  les  deux  j)ointsoj,,  oj^, 
réels  ou  imaginaires,  où  la  conique  (J)  rencontre  la  ligne  de 
l'infini. 

Pour  S  et  U  les  tangentes  en  leurs  nœuds  communs  sont  celles 
qu'on  peut  mener  par  les  points  to,,  (Oo  à  la  conique  directrice  F. 

Pour  T  les  nœuds  sont  identiques,  mais  il  y  a  des  inflexions  de 
chaque  branche.  Au  moyen  de  la  transformation  homographique, 
on  peut  étendre  ces  résultats  aux  quartiques  binodales,  si   l'on 

écrit  )va,  u3,  vr  au  lieu  de  a,  3,  v,  et  par  conséquent  -,  ^,  -   au 

'       .  "Il  1  A      ji.       V 

lieu  de  j",  )',  z. 

8.  Les  (juartiques  bicirculaires,  dont  les  foyers  sont  colli- 
néaires.  -~   Une  telle   quartiqne  (U)  est,   en  coordonnées  carte- 
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l (x- -h  j' -)--+-  (i  -^fx){x-  -+-  y-)  =  A(  I  -+-  ex). 

On  peut  démontrer  qu  il  y  a  deux  fovers  doubles  f|ui  sont  iden- 
tiques avec  les  intersections  des  coniques 

■2l{x^-  —  y^-)-\-/x  =  o.         4/.rr+/j  =  o. 

Ces  points  sont  l'origine. (0,0),  et  le  point  /  —  -^j  o). 

On  peut  établir  que 

3S  =  Q2_f  RV_3A7R2, 
27T  =  -  Q3  +  I  QRV  +  9 AWR2, 

^,  T,  sont  les  coordonnées  langentiellcs  de  Boutli.  et  Ton  a 

R  =  ^2-^.  r,2  =  (Uito.. 

points  circulaires  de  1  inlini, 

Q  =  a/+/$+R, 

conique  dont  les  fox  ers  sont  l'origine  et  le  point  ( —  -^ -,  o 

Les  foyers  doubles  de  S  et  U  coïncident  avec  les  fovers  triples 
de  T. 

On  peut  écrire  1  é(piation  laiigentielle  de  U, 

(•2/+/Ï )-2  [/^-h  4  (/+  9.Â7e  )^  +  (4  -<-  2/.7'/-+-  i6knV- 

+  4  A-(^-/-^)^^-^/>2''^  ?•']-!-■■■, 

les  autres  ternies  contenant  to,  wo  en  fadeur. 

Le  dernier  facteur  détermine  les  quatre  (overs  simples. 

1).   IlL   Les  quarliques  trinoclales.   —  L'équalion  la  plus  gé- 
nérale de  U  avec  Irois  nœuds  aux  points  A,  B,  (^  est 

a  |3-  v-  -f-  i"  Y^  a-  -r-  IV  a2  p2  _(_  .^  n'  -^2  gy  ^  5,  ^•'  5(^2  ^  -1-  2  w'  aSy-  =  o. 

(jClle  quarticpie  est  l'inverse  de  la  conique 

(l)  WX-  -h  V[i^^  H'Y^-i-  2m'Py  -J-  V,  \-''(0L  -~  'HV'OL^J  =  O. 

Comme  au[)aravanl,  .r,  y,  :;  désignent />r/,  qb,  rc. 

On    peut   trouver    {^(.'oiirbca    supérieures  de  Salmoii,  p.    ■j.\)\) 
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JS  =  7.?   —   l1XfZ<Ji, 

T  =  — j|-+-  i8^,_iyixyz  ^  5^Kx^y^  z"^, 
en  posant 

ao  =  u X- -H  vy"^ -i-  (t^  2-  —  V.  «'^'3  —  nv  zx  —  iw' xy  ; 

(T^  :^  ()  est  la  conique  B  qui  est  loiichée  par  les  six  tangentes  no- 
dales, 

(Tj  =  {v'  w  —  uu  ^  x  -^  {w'  II' —  »'t^')jK-t-  {u  v'  —  \vw')z^ 
K  =  uvw  -\-  %ii! v  w' —  uu'- — •  vv- —  (r(v'2. 

K=  ()  est  la  (liscriiniuante  de  la  conique  (i). 

Par  coiis(''q lient  S  est  une  courbe  quadrinodale  de  la  quatrième 
classe,  dont  trois  nœuds  sont  ceux  de  U;  T  est  une  courbe  Irino- 
dale  de  la  sixième  classe,  dont  les  nœuds  sont  les  mêmes  avec  les 
indexions. 

L'équation  équivalente  de  U(S^ —  '-*7T^)  devient 

'X-\sP-x''-y'-  z- —  <7i  arK;;(i8Ka.2+  i6tj)  —  (Ko-oH-trjjTj  =o. 

Celte  forme  établit  deux  tliéorèmes  {^Courbes  supérieures, 
p.  247): 

A.  Les  six  tangentes  menées  à  la  courbe  par  ses  trois  nœuds 
touchent  une  conique. 

B.  Les  tangentes  aux  nœuds  touchent   une  autre  conique. 

La  première  (A)  est  Kto  H-  o-j,  ou 
(  1 1      VWj:2-i-  WUjK-  -H  Uy^2_u  2UU'j-  -+-  2VV'  s^-f-  2  WW'xy  =  o, 
U,  . . .,  U',  . . .  étant  les  mineurs  du  déterminant 


Les  six  tangentes  à  cette  conique  sont  les  inverses  des  tangentes 
menées  par  A,  B,  C  à  la  conique  primitive  (1). 

La  seconde  conique  (B)  est  (72  =  0;  les   six   tangentes  sont  les 
lignes  inverses  des  tangentes  menées    par  A,  B,  C  à  la  conique 
t'ir  J72  -i-  ivuyr  H-  uv  z-  —  x  uu'yz  —  1  i'ç'zx  —  2  n-w'xy  =  o, 

lesquelles  passent  par  les  points  où  la   conique  pi'imitive  (1)  ren- 
contre les  côtés  du  triangle  ABCl. 

11  V  a  un  contact  double  entn^  les  coniques  (\)  et  (B). 
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10.   Si   l'on   fiiit  //  =  »"  =  tv  =  o,  la  (|iiarli(jiie  se  décompose  en 
quatre  droites 

aj^Y  («'a  -h  i>"^-h-  (v'y)  =  o. 

Le  contravarianl  S  est  la  courbe  de  la  quatrième  classe 

ï'tS  =(u'j'z  -\-v' zx-{-  n''xy )'  —  3xfz(i>'w'.f-\-  iv' u'y  -^  u'v' z)  =  o. 

Elle  a  quatre  nœuds  et  une  acid^ilangenle,   dont  le  contacl  est 
imaginaire,  savoir 


Le  contravarianl  (juai'tique  de  celte  courbe  est  de  l'ordre  qua- 
trième 

—  ■ju'v'w'x'^^({u'a  +  i^'P  -i-  w'y)  =  0. 

La  ligne   [n'y.  -\-  ç'  [i  +  w'y)   est    une     acubilangente    de    cette 
courbe.  Ainsi  le  principe  de  dualité  du  n"  3  est  encore  vrai. 


yip/j/icfftions  dit  cdlcul  des  quaternions  à  V éAiidc  des  surfaces 
du  second  ordre  ;  par  M.  Papklieu. 

(Séance  du  2j  janvier  1889.) 

Hamilton,  l'illustre  inventeur  du  calcul  des  quaternions,  dans 
le  but  de  montrer  la  fécondité  de  ce  calcul,  en  a  fait  de  nom- 
breuses ap[)Iications  géométriques  et  physiques.  Il  a  étudié  et  re- 
trouvé d'une  laçon  (brt  élégante  les  j)rincipales  propriétés  des 
surfaces  du  second  ordre,  des  courbes  gauches  et  des  surfaces 
quelconques.  Malheureusement,  bien  que  très  intéressante,  celte 
élude  n'est  pas  faite  d'une  façon  bien  méthodique,  ni  conforme  à 
nos  habitudes  françaises;  peut-être  faul-il  voir  là  la  cause  du  peu 
de  faveur  dont  jouit  eu  France  le  calcid  des  quaternions. 

Ainsi,  dans  l'étude;  des  quadriques,  liamillon  se  borne  au  cas  des 
surfaces  à  centre  unicpic.  Ijcs  auteurs  (jui  l'ont  suivi,  MM.  Tait  (') 


(')  An  eleinentnry    Treatise  of  quaternions.   Oxford,  \^-?<.   Oiivrape  Irndnil 
récemment  par  .M.  Plarr.  (Gaiilliici-Villais.) 
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cl  Laisanl  ('),  doiiL  le  hiil,  (railleurs,  ('■lait  de  faire  un  Ouvrage 
élémenlairc,  n'ont  également  considéré  que  les  surfaces  de 
première  classe.  11  était  donc  naturel  de  se  demander  si  le  calcul 
des  quaternions  se  prêtait  aisément  à  l'étude  des  quadricjues  eu 
général;  s'il  permettait,  comme  la  Géométrie  analytique  à  trois 
dimensions,  de  classer  les  surfaces  du  second  ordre.  Telle  est  la 
([uestion  que  je  crois  avoir  résolue  dans  le  Mémoire  qui  va  suivre. 

Je  m'appuierai  pour  cela  sur  la  résolution  de  l'équation  vecto- 
rielle linéaire.  Hamilton  a  démontré  que  cette  équation  avait  en 
général  vne  solution,  quand  la  constante  appelée  ///  élail  diffé- 
rente de  o.  C'est  de  la  discussion  de  cette  équation  (pie  résultera 
la  classification  des  sui'faces  du  second  ordre. 

.le  ferai  usage  des  notations  fran(^aises  de  lloiiel,  si  claires 
et  si  simples,  et  qui  rendent  si  fa(Mle  la  lecture  de  tous  les 
calculs. 

I. 

Résolution  et  discussion  de  l'équation  vectorielle  linéaire. 

La  fonction  vectorielle  linéaire,  que  nous  représenterons  par 
<I>x,  est  du  premier  degré  en  x  et  représente  un  vecteur.  Elle 
jouit  (les  propriélés  suivantes 

*(\  -f-  v)  =  <ï>x  +  <l>v, 

a  étant  une  quantiti-  algébrique  ordinaire. 
L'équation 

«^x  =  D, 

où  n  est  un  vecteur  quelconque ,  est  ce  qu'on  appelle  Vrqiiation 
vectorielle  linéaire. 

Pour  résoudre  celte  équation,  nous  commencerons  par  mettre 
<I>x  sous  la  forme  trinôme  donnée  par  Hamilton.  Clioisissons 
pour  cela  trois  vecteurs  quelcon([ues  non  coplanaires  a,  k,  c;  on  a 
alors  pour  loul  vecteur  x 


bVBC 


;(îhi(:.ii w  -t-  VcA.âux  -i-  Vah.ïIcx); 


C)  Jntrodiiction  a  la  méthode  des  qitaleritions.  i  ("laiitliici-Villars:  iSSi.) 


par  suilr, 
en  posant 


I8i 


<1>\  =  A]  6  w  -+-  «i  ôn\  -+-  «1  6«:x, 


Vi=  *;z 5 

Vc.\ 

B,  =  *  -V : 

b  ABC 

,   \1ab 

Cl    =  «i> 


ÔABC 


Telle  esl  la  forme  trinôme  sous  laquelle  nous  étudierons  la 
fonction  <P.  Nous  remarquerons  que  a,  b,  c  sont  entièrement  ar- 
bitraires, mais  jamais  coplanaires,  tandis  que  a,,  b,,  C|  dépen- 
dent de  A,  B,  c  et  de  la  fonction  <!>. 

L'équation  vectorielle  peut  alors  s'écrire 

Al  5  W  -i-  BiSbX  T-  Cl  ôcx  =  D. 

Pour  résoudre  celte  équation,  nous  distinguerons  différents  cas  : 

Premicf  cas.  —  Les  vecteurs  a,,  B),  Ci  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan. 

Je  décompose  le  vecteur  n  suivant  les  trois  directions  de  a,, 
B,.  c, 

D  =   :î (AjÔBi  Cl  D  ^  BiSCi  Al  D  -f-  Ci  6  Ai  Bi  D  ). 

SAiBiCi 

L'équation  peut  alors  s'écrire 
Ai  ôa\  -f-  Bi  Sbx  -4-  Cl  S  ex 

(  Ai  SbiCi  u  -j-  Bi  bCi  Ai  u  --  Ci  b  Ai  B]  uK 


bA,B|C, 

d'où  l'on  d('duit 


c  t>BiCiI) 

6aiB|C, 
Sb\  =  -z 

ÔAiBiCi 

SaiB,I) 
t>A|B,(:, 


On  peut  consi(l(''rer  ces  équations  connne  les  ('-(pialions  de  trois 
plans.   On  on  déduit,  d'après  une  formule  connue  (les  liois  jilaus 
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n'(''laiU  pas  parallèles), 

_    ÔBiCiD.tUllC-)-  Se,  A|D.Î»CA  -+-  ÔA]  «iD.ti>AB 

~  Sai»;.6ai  BiTi 

L'rqiialion,  dans  ce  cas,  atliiicl  donc  loiijoiiis  une  solution  cl 
une  seule. 

On  voit  aussi  que,  si  i)  =  o,  x  =  o  ;  en  conséquence,  la 
fonction  (Px  ne  peut  être  nulle  que  pour  x  =  o,  et  il  existe  une 
valeur,  (;t  une  seule,  de  x  qui  rend  le  vecteur  <I>x  égal  à  un  vec- 
teur (juciconque. 

Appelons,  en  général,  fonction  inverse  de  fPx  et  représentons 
par  <I>~'x  une  fonction  telle  qu'en  opérant  sur  elle  par  l'opéra- 
teur <I»,  ou  retrouve  le  vecteur  x.  Puisque  l'équation  précédente 

*x  =  D 

admet  une  solution  et  une  seule,  on  [)eut  écrire  cette  solution 

X  =  'l'-i  n, 

ce  (pii  donne  la  fonction  inverse  de  la  fonction  '!'. 
Ainsi,  si  Ton  a 

<I»\  =  Al  ÔAX-i-  «iSbx  -f-  Ci  s  ex, 
on  a 

*i>-ix  =  p; ^         — (îlBc.ÛBiCiX  -1- VcA.Sci  AiX  -hIUb.Sa,  BiX). 

SABC.bAiBiCi 

Cette  nouvelle  fonction  est  encore  vectorielle  linéaire. 

Deuxième  (■(/s.  —  Les  vecteurs  A|,  B|,  C|  sont  dans  un  même 
plan. 

Dans  ces  conditions,  si  A|  et  it,  ne  sont  pas  parallèles,  il  existe 
deux  nombres  algébriques,  a  et  h,  tels  que 

Cl  =  a.\,  -4-  b  iti  ; 
on  a  alors 

'I>x  =  AiS  Ax  +  Bi  0  B\  -+-  (a  Al  -i-  6bi  )6<;v 
=  AiôfA  -I-  cu:)\  -4-  Bi0(b  -+-  br.)\ 

et  l'on  a  à  résoutire  l'équation 

A|!3(A  -h  ac)x  -4-  Bi  î?i(B  -i-  6(:)x  =  n. 

Remarquons   alors    que,    quel    que  soil    \,  le  premier  nicndirr 


-   lS(j  - 

est  un  vecleiir  du  plan  A|,  iîj.  Il  en  résulte  les  conséquences  sui- 
vantes : 

i**  Si  D  n'est  pas  dans  le  plan  des  trois  vecteurs  Ai,  b,,  C|, 
l'équation  n'admet  pas  de  solution. 

2"  Si  D  est  dans  le  plan  des  deux  vecteurs  a,,  b,,  il  existe 
deux  nombres,  c  et  <:/,  tels  que 

D  =  C'A]  --  diii  ; 
on  aura  alors 

Ai6(a  -I-  ac)x  4-  BiS(B  +  ^c)x  —  cAi  -+-  dBi  ; 

d'où  l'on  déduit 

S(a  4-  ac)x  =  c, 
ô{b  -h  bc)\  =  d, 

équations  qui  représentent  deux  plans  non  parallèles,  qui  se  cou- 
pent suivant  une  droite,  et  tous  les  points  de  cette  droite  sont  les 
extrémités  des  vecteurs  qui  satisfont  à  l'équation.  Il  y  a  donc  une 
infinité  de  solutions,  les  vecteurs  correspondants  étant  tous  dans 
un  n)éme  plan. 

Dans  la  première  hypothèse  de  ce  deuxième  cas,  la  fonction 
'I>~'\  n'existe  pas;  dans  la  seconde,  elle  n'est  pas  déterminée. 

Si  n  =  (),  on  a  à  résoudre  les  équations 

S(  A  -^  a(])\  —  o, 

G  (  B  --  Acix  =  o; 
on  en   lire 

X  —  X  11(  A  -+-  rtC)(B  -I-  bc  ). 

infinité  de  vecleurs  qui  ont  même  direction. 

On  voit  aussi  que,  quel  que  soit  x,  <I>x  représente  un  vecteur 
situé  dans  le  plan  des  deux  vecteurs  Aj  et  B|. 

Remarquons  cnl\n  que,  dans  l'expression  de  *I>x,  A,  b,  c  étant 
arbitraires,  il  en  est  de  nuMue  des  vecteurs  a  -(-  ac  et  b  H-  hc. 

Troisième  cns.  —  i.es  vecteurs  A|,  b,,  <.,  sont  parallèles. 
On  a  alors 

B,  ==  ÔAi. 

(;i  =  rAi: 
d'où 

i>  X  =^  A  (  $  (  \    1    /mi  —  r  <;  )  X  ; 
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d'où  l'équalion 

Aiâ(A  -+-  bu  -\-  c(:)\  =  I). 

i"  Si  n  n'est  pas  parallèle  à  a,,  il  ny  a  pas  de  solulion  ; 
2"  Si  n  est  parallèle  à  a i,  on  a 

el  l'on  a  à  résoudre 

S  (  A  -H  ^  B  -f-  f  C  )  X  =  <■/, 

é<jualioii  d'un  plan    dont,   lous   les   points   sont  les    extrémités   de 
vecteurs  qui  satisfont  à  l'équation. 

Si  n  =  o,  ce  plan  passe  par  l'origine  coniuiunc  des  vecteurs. 

Quel  que  soit  x,  <I>x  a  toujours  la  même  direction. 

Exemple.  —  Consid('!rons  l'équation  d'une  droite 

V\\i\  —  A  )  =  C), 


qii  on  peut  écrire 


en  posant 


f  Hx  =  ÎDba 

fï>X  —  tUBA, 

«Px  =  Vbx. 


Il  est  aisé  de  reconnaître  que  nous  rentrons  dans  le  deuxième 
cas  de  la  discussion  qui  précède,  attendu  que  <I>x  est  perpendicu- 
laire à  b,  quel  que  soit  x,  et,  par  suite,  représente  un  vecteur 
situé  dans  un  plan  j)erp('ndiculaire  à  b.  Dès  lors  l'équation 

•tX  =  D 

n'aura  pas  de  solution  si  d  n'est  pas  perpendiculaire  à  b.  Si  d  est 
perpendiculaire  à  b  ,  elle  en  aura  une  infinité  ;  c'est  le  cas  de 
l'équation  précédente,  où 

D  =  Uba. 

On  peut  d'ailleurs  mettre  <I>x  sous  la  forme  précédente.  Choi- 
sissons, en  elFet,  deux  vecteurs,  a'  et  b',  tels  que 

B  =Î'a'b'; 
alors 

i^x  —  W  a'b'.  X  =  a'6b'x  —  B  ;.V\'x. 
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II. 

Directions  principales 

On  appelle  directions  principales  cl  une  fonction  vectorielle 
linéaire  les  directions  de  vecteurs  tels  que,  si  l'on  effectue  sur  ces 
vecteurs  l'opération  <I>.  le  nouveau  vecteur  obtenu  soit  parallèle 
au  vecteur  primitif. 

Ainsi,  le  vecteur  x  a  une  dlrticliou  [)rincipalc  si  l'on  a 

g  étant  une  quantité  algébrique. 

Hamllton  a  déterminé  les  directions  principales  en  se  servant 
de  son  équation  cubique  symbolique  cl  en  se  bornant  au  cas  où 
m  ^  o. 

Je  préfère  le  procédé  suivant,  qui  rend  la  discussion  plus  fa- 
cile. 

Soit 

•l»  X.  =  Al  S  AX  -f-  Bi  5  iiK  -+-  Cl  5  c;x  ; 

il  faut  déterminer  x  et  g^  en  sorte  que 

Ai5a\  +  BiSbk -I- Ciôcx  =  ^^'X 

ou,  en  décomposant  x  suivant  les  directions  a,,  b,,  c,, 

/  6B|Ci\  âCiA,X  ÔAiBiXX 

AibAX  +  B|t.i  B\  H-  CibCX  =  s:^  [  \\ -1-  Bi  p: 1-  Ci  ,, )• 

V         'i.VilliCi  bAiBiC,  bA,B,Ci/ 

Pour  que  l'('j;alité  ait  lieu,  il  faut  que 

c.         „  ^»lC|^ 

tiAiBiC, 
^  SC,A,X 

ÔAiBid 

c  ÔAiBiX 

6cx  =  i^- 

iiAilt,C| 

OU 

VB|Ci 
li  (  A  — 


'■'  ÔAiBiC, 

<i)  {  CWb-^-.^''*''    )x-o, 

'  ^         ^  bAiBiCi  ' 


/  IU,B,     \ 

(  r,  —  £r  ^  \  —  (1 . 

\         '    i.iVi»i<;i/ 


Ksy 


Or,  si  les  trois  vecteurs 


H  —  A'  ,ï- 


15c,  A, 


VAtlli 


°  Sa,HiC,  "  !3\,BiC, 

ne  sont  pas  coplanuires,  on  ne  peut  satisfaire  aux  équations  pré- 
cédentes que  par  x  =:  o,  ce  qui  ne  donne  aucune  direction  prin- 
cij)ale. 

Il  faut  donc  que  les  vecteurs  précédents  soient  coplanaires , 
c'est-à-dire  que  l'on  ait 

^  V        ^  s  MBi  ciy  r       -"s  A,  B,  Cl  /  V'      '■'Sa,  Bi  c,  / 

équation  du  troisième  degré  en  g. 

Nous  pouvons  l'obtenir  sous  une  autre  forme  plus  simple.  Dé- 
composons les  vecteurs  a,  u,  c  selon  les  directions  iIbiC,, 
ll!ïc(A|,   vA,iî,,  nous  aurons 


ÔAiBiC, 

I 


B    =    - 


ijAiBiC, 


(VbiC,.SaiA  +  île,  a,.Sb,  a  -4-Î1aiBi.ôciA), 
(IIbiOi-SaiB  -i-  11  c.  A,  .Sb,  B  -f-  Va,  b,  .Scib), 


c   —    T (  VBiC,  .6  AjC  -(-  De,  Al  .ÔB,  c  H-  f  A,  Bi  .6c,  c  ), 

bAi  BiCi 


et  tout  re\icnt  à  écrire  que  les  vecteurs 

sont  coplanaiics.  11  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(3) 


(ÔAi  A  —  i?-).'ï'BiC|  -t-  6Bi  A.VC,  A,  -H  6  Ci  V.Va,  B,. 
S  Ai  B.Î1BiCi+  (ÔBiB  —  ,A'  ).VCi  Al  H-  6  Ci  B.t»AiBi, 
6AiC.VBiCi-4-  ÔBicVCi  Ai-f-  (5Ci  c  —  i^'J.VAi  Bi 


6aiA  — ^-^    6biA 
5  Ai  b  5bi  u  — 

SAiC  ÔBiC 


il  Cl  A 

s  Cl  B 

6c,c  — , 


Soit  g'  une  racine  réelle  de  cette  équation;  si  cette  racine  n'an- 
nule pas  tous  les  mineurs  du  déterminant,  les  trois  vecteurs 
précédents  sont  dans  un  même  plan  sans  avoir  la  même  direction; 
alors  les  plans  (i)  passent  par  une  même  droite,  qui  est  une  direc- 
tion principale. 

Si  la  racine  g'  annule  tous  les  mineurs  du  déterminant,  les  vec- 
teurs (?.)  ont  la   même  direction,  les  plans  (i)  sont   confondus; 


—  u»u  - 
nous  avons  une  iiifinih'  de  direclions  j)rinci|)nles  dans  un  même 
plan. 

Dans  lout  ce  qui  jjrécède,  nous  avons  supposé  les  vccLeurs  a,, 
B,,  c,  non  coplanaires.  Nous  examinerons  plus  loin  le  cas  où  ces 
vecteurs  sont  dans  un  même  plan. 

m. 

Fonction  conjuguée. 

Hamillon  a  appelé  fonction  conjuguée  de  la  fonction  vectorielle 
linéaire  <I>x  une  fonction  vectorielle  <ï>'\,  telle  que 

quels  que  soient  l  et  m. 

La  fonction  <ï>'  est  bien  déterminée  par  cette  (■galilé,  car 

Sl'I'm  —  lî  Al  I. .!.iA.\i  +  i.1  lii  I,.  Ohm  -i-  iîci  i^.Scm 

=  iî  M  (  A  6  Al  I.  -f-  It  0  Hi  I.  -4-  c  t"i  Cl  h  I. 

d'où 

'l>'\  =  A!ri  Al  \  -t-  liiîlîi  \  -1-  c  Oci  \. 

Si  <I>'x  =  <I*x,  on  dit  que  la  fonction  <!>  est  conjuguée  d'elle- 
même.  Cherchons  la  condition  |)onr  que  la  fonction  <I>  soit  con- 
juguée d'elle-même. 

<^X  ^  <Î>'X  =  Al  6aX  —  aS  Al  X  -f-  Kl  S  UX  —  ItiJi  Ri  X  -r-  Ci  ScX  —  C  6  Ci  X 
=  \1  xtJ  AA, -I- îl  XtJ  BB, -f- î»  xH  CCi 

=  V  \[Vl  A\i  -f-  BBi  -^  CCi  )]. 

Pour  que  cette  expression  soit  nulle,  quel  (pie  soil  \.  il  laiil 
(pie 

Î1(  \V|  +  mil  -r-  CCi  )  —  ().   • 

Ceci  a  lieu  cpiels  que  soient  les  vecteurs  a,  h,  c,  a,,  n,,  c,, 
quelques-uns  d'entre  eux  pouvant  d'ailleurs  être  nuls. 

Nous  supposerons,  dorénavant,  la  fonction  fp  conjuguée  d'elle- 
même,  ce  cas  seul  étant  inli-ressant  dans  l'étude  des  quaflriques, 
et  nous  allons  re|)rendre,  avec  cette  Inpothèse,  la  discussion  des 
directions  principales. 

Nous  allons  établir  que  l'équation  (3)  a  toujours  ses  racines 
n'elles.  Ilamilton  s'est  appuyé  sur  une  étude  approfondie  de  la 
fonction  <l»  et  (raiilres  fondions  dérivées.    MM.  Tait   et    I.aisanl 
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(dit  suivi  une  niélliode  par  TabsurJe,  analogue  à  la  méthode  de 
Lagrangc,  pour  démontrer  la  réalilé  des  lacines  de  l'équation  en  S. 
Elle  a  l'inconvénient  d'introduire  ce  (|u'on  a  appelé  des  l)ivec- 
teurs  de  la  forme  a  +  b  ^^^ —  i.  Je  propose  la  démonstration  sui- 
vante, qui  a  l'avantage  de  ramener  l'équation  en  g  à  l'équation 
en  S  du  troisième  degré,  et  nous  verrons  plus  tard  que  l'analogie 
est  plus  complète  en  étudiant  les  axes  des  quadriques. 

Nous  avons  vu  que,  dans  l'expression  trinôme  de  la  fonction  <I>, 
on  pouvait  choisir  arbitrairement  les  trois  vecteui^  a,  b,  c.  Nous 
les  prendrons  unitaires  et  rectangulaires,  en  sorte  que  nous  au- 
rons 

A2  =   «2  ^  CÎ  =—  I, 

BC  =  A,  CA  =  II.  AB  =  C, 

S  ABC  =  —  I , 

alors 

Al  =  —  (  a5aai  +  uiîuAi  +  cScAi  j, 

B|  =  —  (aSaBj  +  BÔBBi  t-  CÔCBi), 

Cl  =  —  (  AÔ  ACi  -+-  B  5  BCi  -I-  cS  CCi  ). 

Écrivons  que  la  fonction  est  conjuguée  d'elle-même. 

Î1(AAi  -h  BUi  -f-  CCi  )  =  o, 
A(BÔBAi-r  cScAi)4^B(a5aBi  +  C  â  CBi  ) -4- c(  A  6  ACi  +bSbCi)  =  O, 

a(    5bci—  ScBi)-hb(    âcAi—   6aci  )-i-c(    Sabj —   tiBAij=u, 
d'où  l'on  lire 

SbCi  =  ÛCBi. 
ScAi  =  s  ACj, 

Sabi  =  SbA], 

ce  qui  montre  que  l'équation  (3)  est  une  véritable  équation  en  S. 
h^lle  a  donc  ses  racines  réelles. 

Si  g'  est  une  racine  simple,  à  cette  racine  correspond  une  di- 
rection principale,  car  cette  racine  n'annule  pas  tous  les  mineurs 
du  déterminant  ; 

Si  g'  est  une  racine  double,  à  celte  racine  correspond  un  plan 
de  directions  principales; 

Si  g'  est  une  racine  triple,  les  vecteurs  (2)  sont  nuls;  par  suite, 
toute  direction  est  direction  principale  :  on  a 

<ï>x  =  .ir'x. 
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Remarquons   de   plus  que  l'équation   (3)  ne  peul  avoir  i\c  ra- 
cines nulles,  car  le  terme  constant  de  l'équalion  est 

S  abc.Sai  B|Ci, 
qui  est  dilFérenl  de  zéro. 

Démontrons  enfin  qu'à  deux  racines  différentes  de  l'équation 
en  ^  correspondent  deux  directions  principales  rectangulaires. 

Soient  gi  et  «o  les  deux  racines  diflérentes,  x,  et  Xo  les  direc- 
tions piincipales. 

On  a 

*Xi  =  ^,x,, 

d'où 

Sx,*Xo  =  ^-^oSxiXj: 

retranchons,  en  remarquant  que  les  premiers  membres  sont  égaux, 
puisque  la  fonction  <I>  est  conjuguée  (relle-mème.  il  vient 

et,  comme  g,  ^  g-^^ 

SX]  Xa  =  o. 

\in  résumé,  si  les  trois  racines  de  l'équation  (3)  sont  distinctes, 
oji  a  trois  directions  principales  rectangulaires  deux  à  deux;  si 
l'équalion  a  une  racine  double  et  une  racine  simple,  on  a  un  j>lan 
de  directions  principales  et  une  autre  direction  [)rincipale  perpen- 
diculaire à  ce  plan  ;  si  léquation  a  une  racine  triple,  toutes  les 
directions  de  l'espace  sont  directions  |)rin(;ipales. 

Désignons  par  X(,  Xo,  X3  trois  vecteurs  unitaires  dirigés  sui- 
\anl  trois  directions  principales  reclangulaires  deux  à  <leux,  en 
soi'lc  ([lie 

x2   —  x2    —  Y  2   —  I 

Xi  =  X2X3.  Xo  —  X3X1,  X3  =  XjXo. 

(Choisissons  les  vecteurs  X),  Xo,  X:i  à  la  place  des  vecteurs  a,  b, 
(  ,  ou   auia 

'l'\    —   l,|  i.i\|  \  -H  l.oâXîX  -)-  I.;,  !3\3\. 

i'vC rivons  (pu- 

'l>X|  —  ^£:^^\\, 

'l>X2  =  fi'i^l. 
'I>X3  =    J?-3X3. 


I 
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il  vietït 

l'I  =  — ^iX,, 

''3  =  —  ^r.jXsi 

d'où 

<I.x  =  —  (,4',xi5\,x  -^-é'âXoôxaX  -t-^uXjSxsx). 

La  fonction  <I>\  est  alors  exprimée  à  l'aide  des  racines  de 
l'équation  (i^)  et  des  directions  principales.  Cette  expression 
subsiste  quand  même  deux  racines  sont  égales,  par  exemple 
o-,  =  g2.  X|  et  x-2  sont  alors  choisis  arbitrairement  dans  un  plan, 
mais  ils  sont  toujours  unitaires  et  rectangulaires. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que,  dans  l'expression  de  la  fonc- 
tion f^x 

<î'x  =  AiSax  +  BiSbx  +  Cl  S  ex, 

les  trois  vecteurs  A4,  Bi,  c,  étaient  non  coplanaires. 

Je  vais  supposer  maintenant  que  ces  vecteurs  sont  dans  un 
même  plan,  c'est-à-dire  que  <I>x  peut  se  mettre  sous  la  forme 

<Ï>X=  Ai5(A-+-«C)-|-BiS(B-t-6c). 

La  fonction  étant  conjuguée  d'elle-même,  on  a 

V[ai(a  -f-  ac)  -+-  Bi(  B  -i-  bc)]  =  o, 

ce  qui  montre  que  les  vecteurs  A-j-rtc,  B-\-bc  sont  dans  le 
plan  de  a,  et  B|.  Dans  ce  qui  suivra,  nous  désignerons  ce  plan 
par  n.  En  sorte  que  si  a  et  b  sont  deux  vecteurs  quelconques 
choisis  dans  le  plan  D,  fPx  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

<P\  =  AiÔAX  -1-  Bi6bx, 
et  l'on  aura 

V('AAi  -+-  BBi  )  =  O. 

Cherchons  les  directions  principales. 
On  doit  avoir 

*x  =  ^x, 

Al  S  AX  H- Bi  6  BX  =  ^J?  X. 

X  doil  se  trouver  dans  le  plan  II  ;  on  aura  donc 

X  =  :rA,-f-_KBl» 

xviï.  i3 
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en  remplaçant 

A,6A(a-A,4-7Bi)-i-  Bi6b(j"Ai-1-^B,)  =  ^(j?A,H-7B,) 

ou 

AiCrSAAi-hjSABijH-BifarÔBAi-T-jSBBi;  =  gXKi-\-  syvi, 

d'où  l'on  tire 

arÔAAi-t- j6aBi  =  ^37, 

arÔBAiH^jÔBBi  ■=^gy 
ou 

a"($AAi  — ^)+jkSaBi  =  o, 
rSBAi-t- j(Sbbi  — ^)  =  o. 

Pour  que  ces  équations  soient  compatibles,  il  faut  que  l'on  ail 

(SaAi  —  ^)(Sbbi — y)  —  ôabi-Sbai  =  o. 

Je  dis  que  celte  équation  a  toujours  ses  l'acines  réelles. 
En  effet, 

Al  =  «A  -f-  ÔB, 
Bi   =   CA   -i-  c/b, 

d'où 

o  =  tl(AAi-+-  BBi  )  =  6îl  AB  H-  cVbA  =  (6—  C)Î1ab: 

d'où 

b  =  c. 

Si  nous  choisissons  a  et  b  rectangulaires  et  unitaires, 

SA]  B   =  —  b, 

5  V   Bi  =  —  c, 

donc 

6  a,  b  =  6abi, 

l'équation  précédente  peut  s'écrire 

(6aa,-^}(Sbb,  — ,2^)  — (6ab,)2  =  o, 

et  sous  cette  forme  on  reconnaît  sans  peine  qu'elle  a  ses  racines 
réelles,  distinctes  ou  égales. 

/V  une  racine  simple  correspond  une  direction  principale;  à  une 
racine  douV)le,  un  |)l;m  de  directions  principales.  A  deux  racines 
distinctes  cf)rr('sp()nd('nt  deux  direclions  principales  rectangu- 
laires, qui  sont   dans  le  plan  11. 
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Soient  i' I ,    i'o   l«'s   deux    racines,  X|,   \j   les   dircelions  pnnci- 
pules  correspondantes,  unitaires  et  rectangulaires. 
On  aura,  comme  tout  à  l'heure, 

'l'\  =  — (^iXiSxiX-i-^sXîôXïX). 

Enfin,  si,  dans  Texpression  générale  de  <I>x,  les  trois  vecteurs 
A),  i3i,  c,  sont  parallèles,  on  peut  écrire 

^x  =  AjSax, 

et  si,  <^x  est  conjuguée  d'elle-même, 

Va,  A  =  o  ; 
par  suite, 

A]  =  «A, 

*x  =  «aSax  : 

ce  qui  montre  qu'il  n'y   a   qu'une  direction  principale,  c'est  la 
direction  a. 

IV. 

Surfaces  du  second  ordre. 

Toute  équation  scalar  en  x,  c'est-à-dire  toute  équation  dont 
les  membres  se  composent  de  parties  algébriques  de  quaternions 
fonctions  de  x,  est  l'équation  d'une  surface. 

Pour  avoir  le  degré  de  cette  surface,  on  la  coupe  par  une  droite 
quelconque  passant  par  l'origine 

X  =  xx: 

on  obtient  une  équation  algébrique  en  ^,  dont  le  degré  est  égal 
au  degré  de  la  surface. 

Ainsi  l'équation  générale  des  surfaces  du  premier  degré  est 

SS^x  -h  a  =  o, 

A  étant  un  quaternion,  ou 

SS.4.X  -t-a  =  o. 
Soient 

m^:.!  =  a, 

ô\\  -h  o  —  o, 
un  retombe  sur  léquatiun  générale  du  plan. 
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Formons  niainlcnniil  r('([iinlion  j^riu'rale  du  deuxième  degré 

Considérons  l'ensemble  des   termes  du   deuxième  degré,  pre- 
nons-en un  terme 

$J\DxC  =  ÔCA\B\  =  ÔA'\B\, 

en  posant  C^J  =  a', 

6    r\//\  =  5(1   .ti\/?\  )  -H  $(  .I'.11\A'\)  =  A\2h-  6(  A.îlXBX). 

en  posani 

6  =  S.l'.6/>'.         v  =  tij',         ij=:Db', 

ôA'xBx  =  h\'^-h-  iV\[2x6BX  —  bx^]  =  c\^-+-  26ax.6bx, 

c  —  b  —  6.AB. 

L'ensemble  des  termes  du  deuxième  degré  peut  se  mettre  sous 
la  forme 


ou 


ou 


en  posani 


6  X  [  /  X  -4-  2:  (  A  0  B\  +  B  0  AX  )  1 

$x*x, 

^\=z  / X  -h  S  (  A  S  BX  +  B 5  AX  ), 


$x  étant  une  fonction  vectorielle  linéaire,  conjuguée  d'elle- 
même.  L'ensemble  des  termes  du  premier  degré  peut  se  ramener 
à  la  forme  aîpAx,  en  sorte  que  l'équation  générale  des  surfaces 
du  second  ordre  peut  s'écrire 

(\)  $  \  '!>  \  -f-  9.  5  A\  ->r  o   =  o. 

V. 

Théorie  des  centres. 

Pour  (lue  l'origine  soit  centre,  il  faut  (pic  l'cMpiation  ne  change 
pas  en  changeant  x  en  —  x,  c'est-à-dire  que  a  =  o.  Supposons 
At^o,  et  cherchons  si  l'on  peut  déterminer  un  point  C  de  vec- 
teur c,  tel  qu'en  transportant  l'origine  en  ce  point,  ré([uation  ne 
ix-nferme  plus  de  termes  du  premier  degré  en  \.  Poui  iransportt-r 
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rongiiic  ;iii  poiiil  (  !,  il  ^«iiKil   (le  rrm|il;i(:ci'  x  j);ir  x  +  c, 

6(x  -m;)(<I>x  -I-  *<;)  -I-  2!3A(x  -f-  c)  -+-  a  =  o, 
ïix<I»x  -!-  .'.Sx(<I»(:  +  A)  -t-  Iic'Im:  -t-  j.ô.vc  -h  a  =  o. 

Pour  (jnc  le  poiiil  (!  soit  centre,  il  faut  <|ii('  Ton  ail 

(■2)  *(;  -h  A  =  O. 

On  est  ramené  à  résoudre  une  équation  vectorielle  linéaire. 

Prenne/'  cas.  —  <I>\  peut  prendre  toutes  les  directions  de 
l'espace. 

L'équation  (>.)  a  une  solution  et  une  seule, 

c  =—  'I>-ia: 

la  surface  a  un  centre  unique;  elle  csl  à\le  de  première  classe. 

Deuxième  cas.  —  <I>\  ne  peut  prendre  que  les  directions  d'un 
j)lan  n. 

i"  Si  a  n'est  pas  dans  le  plan  II,  la  surlace  n'a  pas  de  centre; 
elle  est  dite  de  deuxième  classe;  nous  verrons  plus  loin  que  c'est 
un  paraboloïde. 

2"  Si  A  est  dans  le  plan  II,  l'équation  (2)  a  une  infinité  de  so- 
lutions, les  extrémités  des  vecteurs-solutions  sont  en  ligne  droite; 
la  surface  a  donc  une  infinité  de  centres  en  ligne  droite,  elle  est 
dite  de  troisième  classe  ;  nous  verrons  que  c'est  un  cylindre  ellip- 
tique ou  hyperbolique. 

Troisième  cas.  —  <I>x  ne  peut  prendre  qu'une  seule  direc- 
tion A. 

i"  Si  A  n'est  pas  parallèle  à  A,  la  surface  n'a  pas  de  centre; 
elle  est  dite  de  quatrième  classe  ;  c'est  un  cylindre  parabolique. 

2"  Si  A  est  parallèle  à  A,  la  surface  a  une  infinité  de  centres 
dans  un  plan;  elle  est  dite  de  cinciuième  classe,  et  il  est  aisé  de 
voir  (|irclle  se  comjiose  de  deux  jilans  parallèles.  En  elFet,  <I>x  se 
met  sous  la  (orme  4' a^Iax;  par  suite,  récpiation  de  la  surface  de- 
vient 

A''  [  S  AX  p  -+-  ■}.  5  AX  -+-  rt  =  0 

ou 

^(SaX  —  rt')(SAX  —  «")=  o, 
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ces  deux  plans  étant  d'ailleurs  réels,  imaginaires  ou   confondus. 

Nous  obtenons  de  cette  façon  cinq  classes  de  surfaces.  Nous 
diviserons  plus  tard  ces  classes  en  genres  et  variétés,  par  l'étude 
des  directions  d'axes. 

Remarquons  que  si  Co  est  une  solution  de  l'équation  (2),  le 
point  correspondant  est  centre  de  la  surface;  si  ce  point  est  l'ori- 
gine, l'équation  de  la  surface  s'écrit 


et  comme 
il  vient 


5  X  *  X  +  S  Co  *  Co  -i-  2  S  ACo  -I-  o 

*Co-l-  A  =  O, 
ô  X  *  X  -H  s  ACo  -h  a  =  o, 


qu  on  peut  écrire 

6  X  *  X  =  I , 

en  divisant  les  vecleurs  de  <I>x  par  un  nombre  convenable. 

VI. 

Théorie  des  plans  diamétraux. 

Le  plan  diamétral  conjugué  d'une  direction  est  le  lieu  géomé- 
trique des  milieux  des  cordes  parallèles  à    la   direction  donnée. 

Soient  D  un  vecteur  parallèle  à  la  direction  donnée,  et  Xo  un 
point  du  lieu.  Par  ce  point,  je  mène  une  parallèle  à  la  direction  n 

X  =  Xo-f-  -vjy- 

Je  cherche  les  points  de  rencontre  avec  la  surface,  et  j'écris  que 
ces  points  sont  symétriques  par  rapport  au   point  Xo-    Il   suffît 
d'écrire   que   l'équation  du   deuxième  degré  en  x    a  ses  racines 
égales  et  de  signe  contraire. 
On  a 

S(Xo-l-^'D)«P(Xo-l-  a7D)-r-  2SA(Xo-r-^"U)-i-  a  =  o, 

a720D*D  -l-2a7(Sxo'l>D  -h  ÔAd)-I-  Sxo*Xo-l-  2  6aXo4-  a  =  o. 

On  doit  donc  avoir 

tiXo'l'l)  -+-  6  M)  =  o. 

L'équation  du  |»l;in  dianiéhid  est  doiu" 

ôx'l'i)  -i-  Sad  =  o  : 
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c'est  un  plan  perpendiculaire  au  vecteur  'I>d. 

Nous  rcmarffuons  en  outre  que  ce  plan  n'existe  que  si  (I>n  n'est 
pas  nul. 

Etudions  maintenant  la  position  des  plans  diajnétraux. 

i"  Surfaces  de  première  classe.  —  ^I>d  n'est  jamais  nul,  le 
plan  diamétral  existe  toujours,  il  passe  par  le  centre,  car  l'équa- 
tion peut  s'écrire 

S  D  'I'  X  +  S  AD  =  o, 

0d(*x  +  a)    =  o, 

qui  est  évidemment  satisfaite  par  le  vecteur  du  centre. 

Ré(-iproquement,  tout  [)lan  passant  par  le  centre  est  un  plan 
diamétral.  SoitCo  le  vecteur  du  centre. 

Soit 

âi.(x  — Cu)=  o 

un  plan  passant  par  le  centre. 

On  peut  déterminer  un  vecteur  n  tel  que 

*  I)  =  L  : 
en  outre, 

c„  =  — *-'A. 
—  Slcq  =  6i.'I'-'  A  —  5'1»D.'I>-'  A  =  Sad. 

L'équation  peut  s'écrire 

S\*i)  -H  Sad  =  o  : 

c'est  bien  l'équation  d'un  plan  diamétral. 

2°  Surfaces  de  deuxième  classe.  —  Le  plan  diamétral  n'existe 
pas  toujours,  car  <^n  est  nul  pour  une  direction  qui  est  perpen- 
diculaire au  plan  II.  Les  plans  diamétraux  sont  perpendiculaires 
à  <ï>n,  qui  est  parallèle  au  plan  0;  donc  tous  les  plans  diamétraux 
sont  parallèles  à  une  même  droite,  perpendiculaire  au  plan  FT; 
c'est  ce  que  nous  appellerons  la  direction  de  l'axe. 

Réciproquement,  tout  plan  parallèle  à  l'axe  est  un  plan  diamé- 
tral . 

Soit 

6  lA  -T-  /  =  o 

un  plan  parallèle  à  l'axe.  Nous  pourrons  déteiniiner  un  vecteur  n 
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tel  que 

«i>D  =  L, 
S  AD  =  /. 

Cela  revient  à  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  plan  non  paral- 
lèle. 

3"  Sur/aces  de  troisième  classe.  —  Les  plans  diamétraux 
passent  par  la  ligne  des  centres,  car  leur  équation  peut  s'écrire 

Su(  *X  -h  A)  =  o. 

La  réciproque  est  vraie,  tout  plan  passant  par  la  ligne  des 
centres  est  un  plan  diamétral;  car,  soit  le  plan 

Slx  -h  ^  =  o, 
les  équations 

<Ï>D  =  L. 
S  AD  =  / 

représenteront  la  première  une  droite,  la  seconde  un  plan,  et  le 
plan  contiendra  la  droite  (on  suppose  que  u  est  le  vecteur  cou- 
rant). Le  plan  donné  sera  le  plan  diamétral  d'une  infinité  de  di- 
rections, toutes  situées  dans  le  plan 

Sax  =  /. 

4"  Surfaces  de  quatrième  classe.  —  Les  plans  diamétraux 
sont  parallèles,  car  ils  sont  perpendiculaires  à  $d,  qui  a  une  di- 
rection {\y.e\  et  la  réciproque  est  vraie,  tout  plan  perpendiculaire 
à  la  direction  de  <^x  est  un  plan  diamétral  ;  car,  soit 

â  L\  H-  /  =  o 
un  tel  plan,  les  équations 

*  I)  =  L, 

6ai)  =  / 

représentent  deux  plans  qui  se  coupent  et  donnent  nue  inliniié  de 
directions  dont  le  plan  donné  est  le  plan  diamétral  conjugué. 

5"  Surfaces  de  cii^ciuième  classe.  —  On  a  dans  ce  cas 
'l>x  —  j^'aOax. 
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L'rjiualion  du   |ilim    fliiiiiK'Lral  conjugue  de  la  direclion    u  |)()iiria 
s'écrire 

A'tï.vvôAU  +  Sau  =  o 
ou 

ffôw  -M  =  o  : 

c'est  le  plan  des  centres. 

VIL 

Théorie  des  diamètres. 

On  appelle  diamètre  conjugue  d'une  direction  de  plan  le  lieu 
des  centres  des  sections  planes  parallèles  à  ce  plan. 

Soit  B  un  vecteur  perpendiculaire  à  la  direction  de  plan  don- 
née, et  soit  Xo  un  point  du  lieu;  il  faut  écrire  que  si  par  ce  point 
je  mène  une  droite  perpendiculaire  à  b,  elle  rencontre  la  surface 
en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  point  de  vecteur  Xq. 

Soit  D  une  direction  quelconque  perpendiculaire  à  b,  telle  que 

(i)  Sbd  =  o, 

on  devra  avoir 

î5xo*D  -I-  Sad  =  o 
ou 

(2)  !?iD('I»\uH-   V)=  o. 

La  relation  (2)  doit  avoir  lieu  pour  toulcs  les  valeurs  de  d  sa- 
tisfaisant à  (r);  cela  exige  que  b  et  <ï>Xo+  v  aient  même  direc- 
lion 

Î'b(*Xo-i- a)  =  o; 

donc  l'équation  du  diamètre  peut  s'écrire 

Vb(*x  -h  \)=  o: 

On  pourrait  discuter  complètement  cette  é(|uation,  comme 
nous  avons  fait  tout  à  l'heure.  Nous  nous  bornerons  ici  à  l'étude 
des  surfaces  de  première  classe. 

L'équation  peut  s'écrire 

'IJX  ~i-  A  :=  TR. 

«I>X  =  —  A  -+-  ^-B, 

X  =  —  *  -'a  -f-  a"<ï>-'B. 
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Celle  équation  représente  une  droite  passant  par  le  point 
—  <I>~'  A  qui  est  le  centre,  et  parallèle  à  la  direction  <I>"'  b  qui  est 
la  direction  des  cordes  conjuguées  du  plan  diamétral  perpendicu- 
laire à  B. 

VIII. 
Plans  principaux  et  axes. 

On  appelle  plan  principal  un  plan  diamétral  perpendiculaire  à 
la  direction  des  cordes  conjuguées;  ces  cordes  sont  dites  cordes 
principales. 

Soit  n  un  vecteur  parallèle  à  une  corde  principale,  le  plan  dia- 
métral conjugué  est 

Sx<i>D  -»-  Sai)  =  o: 

pour  qu'il  soit  perpendiculaire  à  n,  ii  faut  que 

ce  qui  montre  que  les  cordes  principales  sont  parallèles  aux  direc- 
tions principales  de  la  fonction  <I>x.  De  l'étude  faite  précédem- 
ment résultent  les  conséquences  suivantes  : 

I  "  Surfaces  de  première  classe.  —  Nous  avons  trois  directions 
principales  correspondant  aux  trois  racines  g^y  gi^  g^  de  l'équa- 
tion en  g.  Soient  X|,  Xo,  X3  les  directions  supposées  unitaires, 
on  a 

*\  =  — (^iXiôxiX  -t-^oXoSxoX  — ^^sXsôXsX) 
ou 

SX't>X=-ft-,(âXlX)2-,^2(6X2X)2—  o-3(SX3X)2. 

Si  Ton  prend  comme  origine  le  centre  de  la  surface,  l'équation 
sera  de  la  forme 

^,(Sx,x)2-H;,''2(5x2x)2-+-^3(5x3x)2-+-/t  =  o; 

nous  aurons  les  différents  genres,  selon  les  signes  de  i^j,  ^o,  g^. 
Les  plans  [)rincipaux  seront  les  trois  plans 

6\,  \  =  0, 
Ci  \2\  =  o, 
S\3  \  =  o. 

Si  j:,,  jTa»  «^3  sont  les  distances  du    point  \  à  ces   trois   plans, 
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réqualioii  de  la  siirCacc  pciil  s'écrire 

,^1  x'-i  -I-  ffî^l  +  gi^l  -4-  A  =  o, 
qui  est  l'équation  réduite  en  coordonnées  cartésiennes. 

?."  Surfaces  (le  deuxième  et  de  troisième  classe.  —  Nous  avons 
deux  directions  principales  dans  le  plan  II.  Soient  x»,  Xa  ces  di- 
rections supposées  unitaires, 

<Î>X  =  —  .Ç-iX)  SXi  X  —  ^^.2^2SiX2\, 

l3X*X=-y-,(5x,X)2— ,.7-2(SX2X)2. 

Nous  voyons  tout  de  suite  que  si  l'on  prend  comme  origine  un 
point  de  la  ligne  des  centres  d'une  surface  de  troisième  classe, 
l'écpialion  de  cette  surface  s'écrit 

gl{^\i\Y+  ^2(SX2X)2+  A  =  o, 

où  l'on  reconnaît  les  cylindres  elliptique  et  hyperbolique. 
Supposons  la  surface  de  deuxième  classe, 

G  X  'I'  \  -t-  VI 6  \x  -\-  a  —  o, 

cl   transportons   l'origine  en  un  point  de  vecteur  b  appartenant  à 
la  surface 

S(x  -H  b)<î>(x  -\-  b)-+-  sS.vCx  -h  b)-h  a.  =  o, 
Sx*x-H?.Sx(<i>B+v)=o. 

Déterminons  n  en  sorte  que  <Ï>b-|-a  soit  perpendiculaire  à  x, 
et  Xo,  c'est-à-dire  que 

<I>B -I- A  =  3:tl'XiX2 

ou 

<Ï)B  =  .TÎlX]X2 —  A, 

on  peut  déterminer  x  en  sorte  que  le  second  membre  soit  paial- 
lèlc  au  plan  fi  ;  les  vecteurs  b,  satisfaisant  à  cette  équation,  seront 
sur  une  droite  perpendiculaire  à  II,    ne  rencontrant  la  surface 
qu'en  un  point  :  c'est  l'axe  du  paraboloïde. 
Si  l'on  pose 

\lX2  =  X3. 

ré(|uation  pourra  s'écrire 

^,(6x,x)2+^2(âx2\)-+  /?Sx3X  =  o. 
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3"  Surfaces  de  quatrième  et  de  cinquième  classe.  —  Il  n'v  a 
qu'une  seule  direclion  principale,  c'esl  celle  de  <P\.  On  a 

*x  =  .^XiâxiX, 
Sx*x  =  ^(Sx,x)2. 

Les  surfaces  de  cinquième  classe,  en  prenant  l'origine  en  un 
centre,  auront  pour  équation 

^(Sxix)2-i-  h  =  o: 

ce  sont  bien  des  plans  parallèles. 

Si  la  surface  est  de  quatrième  clas«>e,  nous  transportons  l'ori- 
gine en  un  point  de  la  surface,  de  vecteur  b, 

S  X  *  X  -1-  2  5  X  (  *  B  -!-  A  )  =  o. 

Comme  a  n'est  pas  parallèle  à  <Î>b,  je  pourrai  déterminer  b  en 
sorte  que  Ob  +  a  soit  perpendiculaire  à  <I>x;  l'équation  devien- 
dra alors 

^(SXiX)2H-  /1SX2X  =  o, 

X2  étant  un  vecteur  unitaire   perpendiculaire   à  x,.  C'est  l'équa- 
tion d'un  cylindre  parabolique. 

Je  bornerai  là  cette  étude  des  quadriques  par  la  méthode  des 
quaternious.  On  pourrait  aisément  retrouver  les  propriétés  des 
pôles  et  plans  polaires,  des  plans  tangents,  etc.  Il  n'y  a  évidem- 
ment rien  de  nouveau  quant  aux  résultats,  mais  les  méthodes 
sont  certainement  fort  intéressantes,  et  souvent  plus  élégantes  qiie 
celles  données  par  la  Géométrie  cartésienne. 

Dans  un  prochain  Mémoire,  nous  montrerons  qu'on  p(Mit  éga- 
lement appliquer  le  calcul  des  qiialcrnions  à  l'élude  des  pr»_)[)riétés 
des  courbes  cl  des  surfaces. 


li.rirnil  iViinc  Lriirr  do  IM.  C\t\i.an. 

l^c  liiillrlin  (le  ht  Snciric  ni<ttlK''ni(ili(j(ic  conlicnl  (l.  XVI, 
p.  i2())  ceci  : 

«    Toui  imilliplr  (le  «S  est  lu  aomwe  (le  liiiit  carrés  impairs. 

»  Il  serait  intéressant,  nie  semble-t-il,  d'en  trouver  (du  théo- 
rème) une  démonstration  élémentaire.   » 

\  ers  le  lo  janvier,  iM.  Berdellc,  Délégué  canlonal  à  Rioz 
(Haule-Saône),  m'a  communicjué  la  dcmonstralion  demandée, 
démonstration  loit  remarquable  (').  Immédiatemenl,  je  lui  ai 
adressé  la  letlre  suivante  : 

((  Monsieur, 

»  Je  vous  félicite  de  votre  ingénieuse  démonstration,  et  je 
vous  remercie  de  me  l'avoir  communiquée.  Elle  prouve,  une  fois 
de  plus,  la  vérité  de  cet  adage  :  les  idées  simples  arrivent  en 
dernier. 

»  Sans  rien  changer  au  iond  de  cette  démonstration,  on  peut, 
me  semble-t-il,  l'abréger  encore,  de  la  manière  suivante  : 

»   Soit  8/?  un  multij)le  de  8,  autre  que  zéro.  D'après  Fermât 

(l)  «  —  I  =  «2-i-  62-1-  C2  4-  r/2, 

les  carrés  pouvant  être  nuls,  en  tout  ou  en  partie. 
»  D'un  autre  côté,  on  a  l'identité 

{■}.)  8.r2-H  2  =  (aa: -t-i)--T-(2a7  — i)2; 

d'où  résulte 

8(rt--l-6-^H-  c2-h  ^/2)-H  8  =  (2«  -+-i)--H  (aa  — i)2-t-(26  +  1)2-1-.. . 

ou,  en  vertu  de  l'i'-galité  (i), 

8n  =  (2a  -r-  r)--f-  (2a  -  i)2-i-  (26  -1-  r)2-}-  (26  —  1)2-1-  (2c  -i-  1)2 

-f-  (2r  —  I  )2-f-  (2f/  -H  1)2-1-  (2(/_  ,)2. 

e.  Q.  F.  D. 
(')  Page  102  de  ce  XOlume. 
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»   Thkorème.  —  Si  lin  nombre  N  rsf  la  somme  de  p  carrés, 
<SN  +  xp  est  la  somme  de  %p  carrés  impairs. 

»   Même  démonstration. 
»  Exemple  : 

N  =  42+  72-t-  82-r-  I02-U  1  l2  =  35o. 

Donc 

2810  =  92 -H  72  -f-  I  52  -H  132  -f-  172  -H  152  -I- ai 2 -t-  192 -1- 232  -h  2|2 

=  81  -f-  49  -t-  '-i'^^  -!-  169  4-  289  -i-  225  4-  4  ji  -+-  36i  -t-  529 -t-  441  • 

»   Corollaire.  —  N  étant  un  nombre  premier,  de  la  forme 
4  u  4- 1 ,  8N  4-  4  ("^l  Ifi  somme  de  quatre  carrés  impairs. 

»   En  effet,  par  un  autre  théorème  de  Fermât,  N  est  la  somme 
de  deux  carrés. 
»    Soit 

^  =  29  =  52-f-  22. 

Alors 

8N  + 4  =  236  =  112+92+52+32. 

»   Remarque  (').  —  En  général,  les  carrés  impairs  considérés 
sont  consécutifs  deux  à  deux  (-). 

»  Je  suis,  Monsieur,  votre  bien  dévoué  Collègue, 

»   E.  Catalan.  » 
Liège,  12  janvier  1889. 


(')  Faite  par  M.  Herdcllc. 

(')  Il  peut  y  avoir  exception  si  «  =  o  ou  6  =  0,  etc. 
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